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۴۹ فصل

مدها۱

امواج۲ بازتاب ۱ .۴۹

هستند محدود ناحیه ای در امواج جایͽزیده کردن۳ نتیجه ی که توجه جالبِ پدیده های از برخͬ فصل این در
درباره ویژه واقعیت چند مثال، برای که ͬ شویم م هدایت بار اولین برای ما ͬ گیرند. م قرار بررسͬ مورد
احتمالا˟ که ͬ دهد م ما به را اصلͬ واقعیت ها این تعمیم سپس و کنیم، کشف را ارتعاش۴ͬ ریسمان های

است. ۵ͷفیزی ریاضͬ اصل ͬ ترین عموم
ساده ای مثال بͽذارید است. مرز ͷی در موج جایͽزیده کردن امواج، جایͽزیده کردن برای ما مثال اولین
بعد ͷی در ارز هم طور به را صدا ͬ توانستیم م بͽیریم. نظر در ریسمان ͷی روی بعدی ͷی موج ͷی از را
ما فعلͬ اهداف برای ریسمان مثال اما بͽیریم، نظر در مشابه ماهیت با دیͽر موقعیت های یا دیوار برابر در
ͷی به آن بستن با مثال عنوان به داشته شود، نگه ثابت انتها ͷی در ریسمان که کنید فرض خواهد    بود. کافͬ
در ریسمان y جابه جایی اینکه گفتن با ریاضͬ صورت به ͬ توان م را مطلب این جامد۶». «بی نهایت دیوار
نداشت، وجود دیواری اگر حال ͬ کند. نم حرکت ریسمان انتهای زیرا کرد، بیان باشد صفر باید x = ۰ مͺان
نمایانگر اول تابع ͬ شد، م G(x + ct) و F (xct) تابع دو مجموع حرکت، برای عمومͬ جواب که ͬ دانیم م
ریسمان در دیͽر مسیر از که است موجͬ دوم تابع و ͬ کند م حرکت ریسمان در مسیر ͷی از که است موجͬ

ͬ کند: م حرکت

y = F (x − ct) + G(x + ct) (۱ .۴۹)

انتها ͷی در ریسمان که را شرط این باید بعد مرحله ی در اما است. درست ریسمانͬ هر برای عمومͬ جواب
t از مقدار هر برای را y و دهیم قرار (۱ .۴۹) معادله ی در را x = ۰ ما اگر کنیم. برآورده ͬ کند نم حرکت

1Modes
2reflection of waves

استفاده نیز مͺرراً که ⅽonfineⅾ ترجمه ی برای فصل این در ͬ شود. م گرفته نظر در ⅼoⅽaⅼizeⅾ ترجمه ی معمولا˟ ۳جایͽزیده
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مدها .۴۹ فصل

به باشد، صفر زمان ها همه برای y اگر حال ͬ آوریم. م بدست را y = F (−ct) + G(+ct) کنیم، بررسͬ
تابع با برابر باید چیزی هر G دیͽر، عبارت به باشد. −F (−ct) برابر باید G(ct) تابع که است معنͬ این
مسئله جواب که ͬ یابیم درم شود، داده قرار (۱ .۴۹) معادله ی در نتیجه این اگر باشد. چیز همان منفͬ −F

از: عبارت است

y = F (x − ct) − F (−x − ct). (۲ .۴۹)

است. آسان ͬ آوریم؛ م بدست y = ۰ دهیم، قرار x = ۰ اگر اینکه بررسͬ

x

ثابت انتهای
F (x + ct)

−F (−x + ct)

پیشرونده. موج دو برهم نهش صورت به موج ͷی بازتاب .۱ .۴۹ ���

موج ͷی و ͬ رود، م پیش x = ۰ ͬͺنزدی در x منفͬ جهت در که ͬ دهد م نشان را موجͬ ۱ .۴۹ شͺل
زیرا فرضͬ، ͬ گوییم م ما ͬ کند. م حرکت مبدأ دیͽر طرف و مخالف علامت با دیͽری جهت در که فرضͬ
دو این مجموع صورت به ریسمان کلͬ حرکت کند. ارتعاش تا ندارد وجود ریسمانͬ مبدأ طرف آن در قطعاً
x = ۰ در همیشه ͬ رسند، م مبدأ به امواج این که همین طور ͬ شود. م گرفته نظر در x مثبت ناحیه ی در موج
البته و دارد وجود x مثبت برای که بود خواهد موجͬ تنها دوم (بازتابیده ی) موج سرانجام و ͬ شوند م حذف
ریسمان بسته ی انتهای به موج اگر است: مقابل عبارت معادل نتایج این ͬ رود. م پیش مخالف جهت در
انتهای به آنچه اینکه تصور با ͬ توان م همیشه را بازتابی چنین شد. خواهد بازتابیده علامت در تغییر با برسد،
کنیم فرض اگر خلاصه، طور به کرد. درک ͬ آید، م بیرون وارونه صورت به دیوار پشت از ͬ رسد م ریسمان
به شده گفته تقارن با که داریم دیͽری موج ͬ رود م طرف ͷی به موجͬ زمان هر و است بی پایان ریسمان
آنجا را ریسمان اگر ͬ کند نم تفاوتͬ و بود خواهد صفر همیشه x = ۰ در جابه جایی ͬ رود، م دیͽر طرف

ببندیم.
داده نشان موج که کنید فرض است. دوره ای۷ موج بازتاب گیرد قرار بحث مورد باید که بعدی نکته
نیز −F (−x − ct) بازتابیده موج همچنین است، شده بازتابیده و سینوسͬ موج ͷی F (xct) توسط شده
نماد از استفاده با را وضعیت این ͬ رود. م پیش مخالف جهت در اما است، بسامد همان با سینوسͬ موج
.F (−x − ct) = eiω(t+x/c) و F (x − ct) = eiω(t−x/c) داد: توضیح ͬ توان م سادگͬ به مختلط تابع

7periodic wave



طبیعͬ بسامدهای با جایͽزیده، امواج .۲ .۴۹

صورت این در شود، داده  قرار ۰ با برابر x اگر و شوند جایͽزین (۲ .۴۹) در این ها اگر که دریافت توان مͬ
این نمایی، توابع خواص خاطر به ͬ کند. م برآورده را لازم شرط بنابراین است، x = ۰ ،t مقادیر تمام برای

نوشت: ساده تر شͺل به ͬ توان م را معادله

y = eiωt(e−iωx/c − eiωx/c) = −۲ieiωt sin (ωx/c). (۳ .۴۹)

کنیم، نگاه ثابتͬ x هر به اگر که ͬ گوید م ما به جواب این دارد، وجود جدیدی و جالب نکته ی اینجا در
برخͬ در اما است! یͺسان بسامد باشد، کجا نقطه این نیست مهم ͬ کند. م نوسان ω بسامد با ریسمان
زمان هر در اگر این، بر علاوه ندارد. وجود جابه جایی اصلا́ است، sin (ωx/c) = ۰ جا هر ویژه به مͺان ها
جابه جایی̞ وجود، این با بود. خواهد سینوسͬ موج ͷی تصویر، بͽیریم، عکس ارتعاش حال در ریسمانِ از t

موج چرخه ی ͷی طول که ͬ بینیم م (۳ .۴۹) معادله ی بررسͬ از دارد. بستگͬ t زمان به سینوسͬ موج این
است: نهاده۸ برهم امواج از ͷی هر موج طول با برابر سینوسͬ

λ = ۲πc/ω. (۴ .۴۹)

است معنͬ به این که ͬ کنند، م برآورده را sin (ωx/c) = ۰ شرط ندارد وجود حرکتͬ آنجا در که نقاطͬ
نقطه هر متوالͬ، گره ی دو هر بین ͬ شود. م گفته گره۹ نقاط، این به ωx/c = ۰, π, ۲π, . . . , nπ, . . . که
چیزی اساس̞ͬ ویژگͬ این ͬ ماند. م ثابت فضا در حرکت الͽوی این اما ͬ رود، م پایین و بالا سینوسͬ به صورت
هر در که باشد خاصیت این دارای که کند پیدا را حرکتͬ الͽویی بتواند کسͬ اگر ͬ نامیم. م مد ما که است
برخͬ (گرچه کنند حرکت بسامد همان با نیز نقاط تمام و کند، حرکت سینوسͬ به صورت کاملا́ جسم نقطه،

داشت. خواهیم ͬ شود، م نامیده مد که را آنچه ما این صورت در ͬ کنند)، م حرکت سایرین از بیشتر

طبیعͬ بسامدهای با جایͽزیده۱۰، امواج ۲ .۴۹

ثابت ،x = L و x = ۰ در مثلا́ انتها، دو هر در ریسمان اگر کنیم بررسͬ که است این بعدی جالب مسئله
در برآمدگ۱۱ͬ نوعͬ با که کنیم، شروع امواج بازتاب ایده ی با ͬ توانیم م ͬ افتد. م اتفاقͬ چه شود داشته نگه
ͷنزدی انتها ͷی به برآمدگͬ این که داریم انتظار زمان، گذشت با ͬ شود. م شروع جهت ͷی در حرکت حال
وارونه تصویرِ برآمدگͬ با زیرا شود، تبدیل ͷکوچ لرزش۱۲ͬ حرکت نوعͬ به زمان، بیشترِ گذشت با و شود
جهت در تصویر برآمدگͬ و ͬ رود م بین از اصلͬ برآمدگͬ سرانجام ͬ شود. م ترکیب ͬ آید م دیͽر طرف از که
سوال ͷی اما دارد، ساده ای حل راه مسئله این شود. تکرار دیͽر انتهای در فرایند تا ͬ کند م حرکت دیͽر
دوره ای شد داده شرح اکنون که (جوابی باشیم؟ داشته سینوسͬ حرکتͬ ͬ توانیم م ما آیا که است این جالب
امتحان را ریسمان روی بر سینوسͬ دوره ای موج ͷی دادن قرار بͽذارید نیست). سینوسͬ دوره ایِ اما است،
نظر به (۳ .۴۹) ما قبلͬ جواب مانند باید جواب که ͬ دانیم م باشد، خورده گره انتها ͷی در ریسمان اگر کنیم.
تنها بنابراین برسد. نظر به یͺسان دیͽر انتهای در باید جواب باشد، خورده گره دیͽر انتهای در اگر برسد.
شود. گنجانده ریسمان طول در به خوبی باید سینوسͬ موج که است این دوره ای سینوسͬ حرکت برای امͺان

8superimposed waves
9node

10confined waves

11bump
12wobble



مدها .۴۹ فصل

ادامه نوسان به بتواند ریسمان آن در که نیست طبیعͬ بسامد ͷی پس نگنجد، ریسمان طول در موج این اگر
دراین صورت کند، شروع ͬ گنجد م آن در درست که سینوسͬ موج شͺل با ریسمان اگر خلاصه، طور به دهد.

ͬ کند. م نوسان بسامدی در هماهنگ به طور و ͬ دهد م ادامه سینوسͬ موج کامل شͺل حفظ به همچنان
در (ω/c) عامل با برابر k اینجا در که بنویسیم، شͺل این برای را sin kx ͬ توانیم م ریاضͬ به صورت
انتهای در حال، این با بود. خواهد صفر با برابر x = ۰ در تابع این و است، (۴ .۴۹) و (۳ .۴۹) معادلات
بود، باز نیمه ریسمان مورد در که آن طور ،k که است این در موضوع این اهمیت باشد. صفر باید نیز دیͽر
باشد، sin(kL) = ۰ که است این احتمال تنها انتها، دو هر در شده بسته ریسمان با نیست. اختیاری دیͽر
باید زاویه باشد، صفر سینوس، اینکه برای اکنون دارد. نگه ثابت را انتها دو هر که است شرطͬ تنها این زیرا

معادله ی بنابراین، باشد. π از دیͽری صحیح مضرب یا ۲π ،π ،۰

kL = nπ (۵ .۴۹)

ͷی هر برای ͬ دهد. م را ممͺن های k از ͬͺی است، شده داده قرار آن در صحیح عدد کدام اینکه به بسته
از: است عبارت سادگͬ به (۳ .۴۹) طبق که دارد، وجود ω معین بسامد ͷی ها k از

ω = kc = nπc/L. (۶ .۴۹)

داشته سینوسͬ حرکات ͬ تواند م که است خاصیتͬ دارای ریسمان کردیم: پیدا را مقابل نتیجه ی بنابراین
چقدر سیستم که نیست مهم است. جایͽزیده امواج ویژگ̞ͬ مهم ترین این معین. بسامدهای در فقط اما باشد،
کامل سینوسͬ زمانͬ وابستگͬ که دارد وجود حرکت الͽوی تعدادی که ͬ شود م معلوم همیشه باشد، پیچیده
ریسمان مورد در هستند. آن مرزهای ماهیت و خاص سیستم آن از خاصیتͬ که بسامدهایی با اما دارند،
الͽوی ͷی مد زیرا هستند، مد ͷی با متناظر تعریف، طبق ͷی هر که داریم، مختلف ممͺن بسامد چندین
را ریسمان ͷی برای اول مد سه ۲ .۴۹ شͺل ͬ کند. م تکرار سینوسͬ صورت به را خود که است حرکتͬ
x = ۲L تا موج ادامه دادن با ͬ توان م را این است. ۲L برابر λ موج طول اول مد برای ͬ دهد. م نشان
است برابر ω زاویه ای بسامد کلͬ، طور به  کرد. مشاهده سینوسͬ موج کامل چرخه ͷی بدست آوردن برای
با n = ۱ با که است πc/L بسامد است، ۲L برابر λ چون مورد این در و موج، طول بر تقسیم ۲πc با
وسط در گره ͷی با را حلقه دو بعدی، مد اکنون بنامیم. ω۱ را اول مد بسامد بیایید دارد. مطابقت (۶ .۴۹)
دو بسامد و بزرگ تر برابر دو k متناظر مقدار است. L سادگͬ به موج طول مد، این برای ͬ دهد. م نشان
مختلف بسامدهای همه بنابراین آخر. الͬ و است ۳ω۱ بسامد سوم مد برای است. ۲ω۱ یعنͬ بزرگ تر برابر

هستند. ω۱ بسامد کم ترین آخرِ الͬ و ۴ ،۳ ،۲ ،۱ ضرایب ریسمان
بیان با ͬ توان م همیشه را ممͺن حرکت هر که ͬ شود م معلوم ریسمان، عمومͬ حرکت به بازگشت با حال
در مد بی پایانͬ تعداد باید عمومͬ حرکت برای واقع در کرد. تحلیل ͬ کند م کار مد ͷی از بیش هم زمان اینکه
مدِ دو وقتͬ دهیم نشان بͽذارید آوریم، بدست موضوع این از ایده ای اینکه برای شوند. برانگیخته زمان ͷی
نوسان همان طور که داریم را اول مد کنید فرض ͬ افتد: م اتفاقͬ چه دارد وجود زمان ͷی در نوسان حال در
گسترش برابرِ زمانͬ بازه های برای را ریسمان خمیدگ۱۳ͬ که ،۳ .۴۹ شͺل در متوالͬ تصاویر در که ͬ کند م

است. شده داده نمایش ͬ دهد، م نشان بسامد کم ترین چرخه ی نیم از یافته
تصاویر همچنین ،۳ .۴۹ شͺل دارد، وجود نیز دوم مد نوسان زمان، همان در که ͬ کنیم م فرض اکنون
که است معنا بدان این دارد. فاز اختلاف اول مد با ۹۰◦ شروع در که ͬ دهد، م نشان را مد این از متوالͬ

13deflection



طبیعͬ بسامدهای با جایͽزیده، امواج .۲ .۴۹

x

y

۰
L

x

y

x

y

ارتعاشͬ. ریسمان ͷی اول مد سه .۲ .۴۹ ���

کلͬ اصل ͷی حال دارند. مخالف جهت با سرعت هایی آن نیمه ی دو اما ندارد، جابه جایی ابتدا در ریسمان
ͷی نیز آن ها مجموع باشد، داشته وجود جواب دو اگر ͬ آوریم: م یاد به خطͬ سیستم های با رابطه در را
نشان جواب دو جمع زدن با که بود خواهد جابه جایی ای ریسمان سوم احتمالͬ حرکت بنابراین است. جواب
برآمدگͬ ͷی ایده ی است، شده داده نشان نیز شͺل در که نتیجه ای ͬ آید. م بدست ۳ .۴۹ شͺل در شده داده
تصویر ͬ توانیم نم مد دو با تنها ما اگرچه ͬ کند، م پیشنهاد ͬ رود م جلو و عقب ریسمان انتهای دو بین که را
از خاص مورد ͷی حقیقت در نتیجه این است. نیاز مورد بیشتری مدهای و کنیم ایجاد آن از خوبی بسیار

است: خطͬ سیستم های برای عالͬ اصل ͷی

با همراه مختلف، مدهای تمام حرکت های مجموع که فرض این با ͬ توان م را حرکتͬ هر
کرد. تحلیل باشد مناسب فازهای و دامنه ها

اول مد
دوم مد

مرکب موج

ω۱t=۰

ω۱t= π
۴

ω۱t= π
۲

ω۱t= ۳π
۴

ω۱t=π

ͬ شوند. م ترکیب پیش رونده موج ͷی ایجاد برای مد دو .۳ .۴۹ ���

سینوسͬ حرکت از غیر چیزی مد است، ساده بسیار مد هر که ͬ شود م ناشͬ واقعیت این از اصل این اهمیت
سیستم های اما نیست، پیچیده خیلͬ واقعاً ریسمان ͷی عمومͬ حرکت حتͬ که است درست نیست. زمان در
با است. پیچیده تر بسیار حرکت آن در که هواپیما، بال ضربت۱۴ͬ حرکت مثال عنوان به دارد، وجود دیͽری

14whipping
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x

y

۰ a
۰

b

θ

محͺم لبه های

موج eiωt
[
e−ikxx+ikyy

]

ارتعاشͬ. مستطیلͬ صفحه .۴ .۴۹ ���

دارد بسامد ͷی که دارد وجود پیچاندن برای خاصͬ روش ͬ فهمیم م نیز هواپیما بال با حتͬ وجود، این
دراین شود، یافته مدها این اگر دارند. دیͽری بسامدهای که دارد وجود نیز پیچاندن۱۵ دیͽر روش های و
(به گیرد قرار تحلیل مورد هماهنگ۱۶ نوسان های برهم نهش عنوان به ͬ تواند م همیشه کامل حرکت صورت

شود). گرفته نظر در خطͬ صورت به نتواند دیͽر سیستم که باشد حدی به ضربتͬ حرکت که هنگامͬ جز

بعد دو در مدها ۳ .۴۹
مورد در فقط اینجا تا است. بعد دو در مدها جالب وضعیت ͬ شود، م گرفته نظر در که بعدی مثال
باید نهایت در لوله. ͷی در صوت۱۷ͬ امواج یا کشیده ریسمان کرده ایم، صحبت بعدی ͷی وضعیت های
ͷی شدن، مشخص برای بود. خواهد بعد دو بررسͬ آسان تر، مرحله ͷی اما بͽیریم، نظر در را بعد سه
هیچ در جابه جایی ای که است شده محدود طوری که بͽیرید نظر در را مستطیلͬ ͬͺلاستی ۱۸ طبل̞ پوست
داده نشان ۴ .۴۹ شͺل در که همان طور باشد، b و a مستطیل ابعاد کنید فرض و ندارد، مستطیلͬ لبه جای
روشͬ همان با ͬ توانیم م ما هستند؟ چه احتمالͬ حرکت ͬ های ویژگ که اینجاست سؤال حال است. شده
نوعͬ با پیش رونده امواج انتظار نداشتیم، جایͽزیدگͬ اصلا́ اگر کنیم. شروع شد استفاده ریسمان برای که
در که ͬ دهد م نشان را سینوسͬ موج ͷی ،(eiωt)(e−ikxx+ikyy) مثال، عنوان به داشتیم. را موجͬ حرکت
y = ۰ خط یعنͬ x محور ͬ توانیم م چͽونه حال دارد. ky و kx نسبی مقادیر به بستگͬ که ͬ رود م پیش جهتͬ
که را دیͽری موج ͬ توانیم م بعدی، ͷی ریسمان برای توسعه یافته ایده های از استفاده با کنیم؟ گره ای خط را
بدون امواج این برهم نهش کنیم. تصور است شده داده نشان (−eiωt)(e−ikxx−ikyy) مختلط تابع توسط
منفͬ y برای توابع این (اگرچه داد؛ خواهد نتیجه را y = ۰ در صفر جابه جایی ،t و x مقادیر درنظرگرفتن
نادیده ͬ توانیم م را این اما ندارد، وجود کردن ارتعاش برای طبلͬ پوست هیچ که جایی است، شده تعریف
موج عنوان به را دوم تابع ͬ توانیم م حالت این در است). صفر واقعاً y = ۰ در جابه جایی زیرا بͽیریم،

بͽیریم. نظر در بازتابیده
انجام را کار این چͽونه ͬ خواهیم. م y = ۰ در همچنین و y = b در گره ا ی۱۹ خط ͷی ما حال، این با
یͺدیͽر که امواج این دادیم. انجام بلورها از بازتاب مطالعه هنگام که است کاری با مرتبط حل، راه دهیم؟
نیز y = b در را کار همین باشد λ از صحیحͬ مضرب ۲b sin θ اگر فقط ͬ کنند، م حذف y = ۰ در را

15twisting
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بعد دو در مدها .۳ .۴۹

است: ۴ .۴۹ شͺل در شده داده نشان زاویه θ اینجا در که ͬ دهند، م انجام

mλ = ۲b sin θ, m = ۰, ۱, ۲, . . . (۷ .۴۹)

و −(eiωt)(e+ikxx+ikyy) بیشتر تابع دو اضافه کردن با را y محور ͬ توانیم م روش همان به اکنون
خط ͷی ͬ دهد، م نشان را x = ۰ خط از دیͽر موج دو از ͬͺی بازتاب هرکدام که +(eiωt)(e+ikxx−ikyy)
شرط این داشتیم. y = b برای که است شرطͬ به شبیه x = a در گره ای خط داشتن شرط کنیم. گره ای

باشد: λ از صحیحͬ مضرب باید ۲a cos θ که است این

nλ = ۲a cos θ. (۸ .۴۹)

تولید ایستاده۲۰ موج الͽوی ͬ کنند، م برگشت و رفت جعبه در که امواجͬ که است این نهایی نتیجه بنابراین
معین. مد ͷی یعنͬ ͬ کنند، م

موج طول ابتدا دهید اجازه کنیم. برآورده را بالا شرط دو باید باشیم داشته مد بخواهیم اگر بنابراین
دست به m و n ،b ،a برحسب را موج طول ͬ توان م (۸ .۴۹) و (۷ .۴۹) از θ زاویه حذف با کنیم. پیدا را
آن ها مجذورکردن ،۲a و ۲b به مربوطه معادلات طرف دو هر تقسیم کار این انجام برای راه آسان ترین آورد.
که است، sin۲ θ + cos۲ θ = ۱ = (nλ/۲a)۲ + (mλ/۲b)۲ نتیجه است. هم با معادله دو جمع کردن و

شود: حل λ برای ͬ تواند م

۱
λ۲ = n۲

۴a۲ + m۲

۴b۲ . (۹ .۴۹)

را ω بسامد فوراً موج طول از و ͬ کنیم، م تعیین صحیح عدد دو حسب بر را موج طول ما ترتیب این به
است. موج طول بر تقسیم ۲πc با برابر بسامد ͬ دانیم، م که همان طور زیرا ͬ آوریم، م بدست

استدلال جای به ریاضͬ صرفاً تحلیل ͷی با را آن باید که است مهم و جالب کافͬ اندازه به نتیجه این
که شده اند انتخاب طوری که موج چهار برهم نهش با را نوسان دهید اجازه بیاوریم. بدست بازتاب ها درباره
همه که داریم نیاز ما این بر علاوه دهیم. نشان هستند گره همه y = b و y = ۰ ،x = a ،x = ۰ خط چهار
نور بازتاب قبلͬ بررسͬ از دهد. نشان را مد ͷی شده، نتیجه حرکت تا باشند، داشته یͺسانͬ بسامد موج ها
حرکت ۴ .۴۹ شͺل در مشخص شده جهت در که ͬ دهد م نشان را موجͬ (eiωt)(e−ikxx+ikyy) که ͬ دانیم م

که: آن شرط به است، برقرار هم هنوز ،k = ω/c یعنͬ (۴ .۴۹) معادله ی ͬ کند. م

k۲ = k۲
x + k۲

y. (۱۰ .۴۹)

است. ky = k sin θ و kx = k cos θ که است مشخص شͺل از
ͬ گیرد: م را زیر بزرگ فرم مستطیلͬ طبل پوست ϕ جابه جایی برای ما معادله ی اکنون

ϕ = [eiωt][e(−ikxx+ikyy) − e(+ikxx+ikyy) − e(−ikxx−ikyy) + e(+ikxx−ikyy)]. (۴۹. ۱۱آ)

نمایی توابع نیست. نامطبوع خیلͬ عبارات این مجموع اما ͬ رسد، م نظر به شلوغ نسبتاً معادله این اگرچه
از: است عبارت جابه جایی ͬ شود م معلوم که طوری به شود، ایجاد سینوسͬ توابع تا کرد ترکیب ͬ توان م را

ϕ = [۴ sin kxx sin kyy][eiωt]. (۴۹. ۱۱ب)
20standing-wave
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سینوسͬ y و x جهت دو هر در هم آن که الͽویی با البته است، سینوسͬ نوسان ͷی این دیͽر عبارت به
یا x = a وقتͬ ͬ خواهیم م همچنین ما ͬ شوند. م برآورده y = ۰ و x = ۰ در ما مرزی شرایط است.
از صحیحͬ مضرب باید kxa دهیم: قرار نیز را دیͽر شرط دو باید ما بنابراین باشد. صفر ϕ است، y = b

،ky = k sin θ و kx = k cos θ که دیده ایم چون باشد. π از دیͽری صحیح مضرب باید kyb و باشد، π

ͬ آوریم. م بدست را (۹ .۴۹) نهایی نتیجه ی این ها از و ͬ رسیم م (۸ .۴۹) و (۷ .۴۹) معادلات به فوراً
a = b اگر بͽیریم. نظر در را است عرض برابر دو آن طول که مستطیلͬ مثال، برای بͽذارید حالا
کنیم: محاسبه را مدها همه ی بسامدهای ͬ توانیم م کنیم، استفاده (۹ .۴۹) و (۴ .۴۹) معادلات از و بͽیریم

ω۲ =
(

πc

b

)۲ ۴m۲ + n۲

۴
. (۱۲ .۴۹)

است. شده داده نشان کیفͬ روش به نیز آن ها شͺل و شده فهرست ساده مد چند ۱ .۴۹ جدول در
یͺدیͽر مضرب های بسامدها که است این شود تأکید خاص مورد این در باید که نکته ای مهم ترین
یͺدیͽر با هماهنگ به طور طبیعͬ بسامدهای که ایده این نیستند. عددی هیچ مضرب های همچنین و نیستند،
ͷی سیستم های برای نیز و بعد، ͷی از بیش با سیستمͬ برای ایده این نیست. درست عموماً هستند، مرتبط
دوم، مورد از ساده مثال ͷی نیست. صادق یͺنواخت، کشش۲۱ و چͽالͬ با ریسمانͬ از پیچیده تر بعدی
هماهنگ نوسان در زنجیری چنین اگر است. پایین از بیشتر بالا در کشش آن در که است آویزان زنجیری
نیستند، عددی هیچ ساده مضرب های بسامدها اما دارد، وجود مختلفͬ بسامدهای و مدها باشد، شده تنظیم

نیستند. سینوسͬ نیز، مد شͺل های و
تارهای بالای حفره ای دهان، داخل در ما مثلا́ هستند. پیچیده تر هم باز پیچیده تر سیستم های مدهای
شͺل های و قطرها با و بسته یا باز انتهای با لوله ͷی غیره، و لب ها و زبان حرکت دادن با و داریم صوتͬ
با کسͬ وقتͬ اکنون است. مشدّد حال هر در اما است، پیچیده بسیار مشدّد۲۲ ͷی این ͬ سازیم، م مختلف
است پیچیده نسبتاً طنین کنند. تولید طنین۲۳ از نوعͬ تا شده اند ساخته این ها ͬ کند، م صحبت صوتͬ تارهای
آن هم باز حفره، مختلف تشدیدی بسامدهای دلیل به دهان حفره ی اما ͬ آیند، م بیرون صداها از بسیاری و
را غیره و oo یا o ،a مختلف صدادار حروف ͬ تواند م خواننده ͷی مثال، عنوان به ͬ دهد. م تغییر را طنین
متفاوتͬ درجات در مختلف هماهنگ های زیرا ͬ رسند م نظر به متفاوت این ها اما بخواند، ارتفاع۲۴ همان با
را صوت۲۵ͬ اصوات تغییر در حفره تشدیدی بسامدهای زیاد بسیار اهمیت هستند. تشدید در حفره این در
است، متناسب چͽالͬ دوم ریشه وارون با صدا تندی که آنجا از داد. نشان ساده آزمایش ͷی با ͬ توان م
به طوری کند، استفاده هلیوم از هوا جای به  کسͬ اگر کند. تغییر مختلف گازهای از استفاده با است ممͺن
نتیجه در رفت. خواهد بالا حفره بسامدهای تمام و است، بیشتر بسیار صدا تندی باشد، پایین تر چͽالͬ که
تغییر چشمͽیری طرز به او صدای خصوصیت کند، پر هلیوم با را خود ریه های صحبت از قبل کسͬ اگر

کنند. ارتعاش بسامد همان با هم هنوز صوتͬ تارهای است ممͺن اگرچه کرد، خواهد
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جفت شده آونگ های .۴ .۴۹

۱ .۴۹ جدول

حالت شͺل m n (ω/ω۰)۲ ω/ω۰

+ ۱ ۱ ۱٫۲۵ ۱٫۱۲

+ − ۱ ۲ ۲٫۰۰ ۱٫۴۱

+ − + ۱ ۳ ۳٫۲۵ ۱٫۸۰

−
+ ۲ ۱ ۴٫۲۵ ۲٫۰۶

+ −
− +

۲ ۲ ۵٫۰۰ ۲٫۲۴

جفت شده۲۶ آونگ های ۴ .۴۹
ͬͺانیͺم سیستم های برای بلͺه پیچیده، پیوسته ی سیستم های برای تنها نه مدها که کنیم تأکید باید سرانجام
بحث مورد قبل فصل در که است جفت شده آونگ دو سیستم خوب مثال ͷی دارند. وجود نیز ساده بسیار
هماهنگ حرکت دو برهم نهش عنوان به ͬ توان م را حرکت این که شد داده نشان فصل این در است. گرفته قرار
هماهنگ مدهای یا حرکت ها برحسب ͬ توان م را سیستم این حتͬ بنابراین کرد. تحلیل متفاوت بسامدهای با
بی نهایت ها چͽونه که بدانیم اگر دارند. مد بی پایان تعداد بعدی، دو سطح همچنین و ریسمان کرد. تحلیل
دو فقط که ͬͺانیͺم ساده ی شͬء ͷی اما است. مضاعف۲۷ بی نهایتِ این معنͬ ͷی به کنیم، حساب را

دارد. مد دو تنها است، نیاز آن توصیف برای متغیر دو فقط و دارد، آزادی۲۸ درجه
کنید فرض دهیم. انجام را مد دو این ریاضͬ تحلیل دارند، برابر طول آونگ ها که موردی برای بͽذارید
بدون است. شده داده نشان ۵ .۴۹ شͺل در که همان طور باشد، y دیͽری جابه جایی و x ͬͺی جابه جایی
طبیعͬ بسامد نباشد، فنر اگر است. جرم این جابه جایی با متناسب گرانش دلیل به اول جرم روی نیروی فنر،

بود: خواهد فنر بدون حرکت معادله داشت! خواهد وجود جرم این برای فقط معینͬ

m
d۲x

dt۲ = −mω۲
۰x. (۱۳ .۴۹)

26Coupled pendulums
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y x

شده. جفت آونگ دو .۵ .۴۹ ���

گرانش، از ناشͬ بازگرداننده ی۲۹ نیروی بر علاوه ͬ کند. م نوسان روش همین به دیͽر آونگِ نباشد، فنر اگر
y به نسبت x اضافͬ فاصله ی به نیرو این ͬ کشد. م خود سمت به را اول جرم که دارد وجود اضافͬ نیرویی
ضربدر دارد، بستگͬ هندسه به که است، ثابت مقداری با برابر بنابراین است؛ آن با متناسب و دارد بستگͬ
حل باید که حرکتͬ معادلات بنابراین ͬ كند. م عمل دوم جرم بر معکوس جهت در نیرو همان .(x − y)

از: عبارتند شوند

m
d۲x

dt۲ = −mω۲
۰x − k(x − y), m

d۲y

dt۲ = −mω۲
۰y − k(y − x). (۱۴ .۴۹)

جرم هر که کنیم تعیین باید ͬ کنند، م حرکت یͺسان بسامد با جرم دو هر آن در که حرکتͬ پیداکردن برای
آن ها دامنه های اما ͬ کنند، م نوسان یͺسان بسامد با y آونگ و x آونگ دیͽر عبارت به ͬ کند. م حرکت چقدر

کنیم: امتحان را جواب این بیایید است. ثابت آن ها رابطه ی که باشند داشته را B و A معین مقادیر باید

x = Aeiωt, y = Beiωt. (۱۵ .۴۹)

از: عبارتند نتایج شود، جمع آوری مشابه عبارات و شوند جایͽزین (۱۴ .۴۹) معادلات در این ها )اگر
ω۲ − ω۲

۰ − k

m

)
A = − k

m
B,

(
ω۲ − ω۲

۰ − k

m

)
B = − k

m
A.

(۱۶ .۴۹)

شده اند. تقسیم m به و شده حذف eiωt مشترک عامل شده اند، نوشته که این طور معادلات این از
وجود مجهول دو واقع در اما داریم. معادله دو ͬ رسند م نظر به مجهول دو آنچه برای که ͬ بینیم م اکنون
فوق معادلات کنیم. تعیین معادلات این از ͬ توانیم نم ما که است چیزی حرکت۳۰ کل اندازه ی زیرا ندارد،
معادله دو هر اینکه برای بدهند. را یͺسانͬ نسبت باید دو هر اما کنند، تعیین را B به A نسبت ͬ توانند م فقط

باشد. خاصͬ بسیار چیز بسامد باید باشند سازگار
شوند، ضرب هم در معادله دو این اگر شوند. حل راحتͬ به ͬ توانند م معادلات این خاص، حالت این در

است: این )نتیجه
ω۲ − ω۲

۰ − k

m

)۲

AB =
(

k

m

)۲

AB. (۱۷ .۴۹)
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خطͬ سیستم های .۵ .۴۹

حرکتͬ اصلا́ یعنͬ که باشند، صفر B و A اینکه مͽر کرد حذف طرف دو هر از ͬ توان م را AB عبارت
درجه معادله ی ͷی به منجر که باشند برابر دیͽر عبارات باید باشد، داشته وجود حرکت اگر ندارد. وجود

دارد: وجود ممͺن بسامد دو که است این نتیجه ͬ شود. م کردن حل برای دوم

ω۲
۱ = ω۲

۰, ω۲
۲ = ω۲

۰ + ۲k

m
. (۱۸ .۴۹)

اول بسامد برای که ͬ یابیم درم شوند، جایͽزین (۱۶ .۴۹) معادله ی در بسامد مقادیر این اگر این، بر علاوه
طریق از راحتͬ به ͬ توانند م که هستند، مد» «اَشͺال این ها است. A = −B دوم بسامد برای و A = B

شوند. تأیید آزمایش
در جرم دو هر و ͬ شود، نم کشیده هرگز فنر است، A = B که جایی اول، مد در که است واضح
در فنر است، A = −B که جایی دیͽر، جواب در ندارد. وجود فنر اینکه مثل ͬ کنند، م نوسان ω۰ بسامد
باشند، داشته متفاوتͬ طول های آونگ ها اگر ͬ برد. م بالا را بسامد و ͬ کند م مشارکت بازگرداننده نیروی ͷی
تمرین عنوان به و ͬ باشد، م شده آورده بالا در آنچه به شبیه بسیار آن تحلیل ͬ آید. م بدست جالب تری حالت

ͬ شود. م گذاشته باقͬ خواننده برای

خط۳۱ͬ سیستم های ۵ .۴۹

و ͬ ترین عموم احتمالا˟ که هستند چیزی از جنبه هایی همه که را، بالا در بحث شده ایده های بیایید حال
ویژگͬ که باشیم داشته خطͬ سیستم ͷی ما اگر کنیم. خلاصه است، ͷفیزی ریاضͬ اصل شͽفت انگیزترین
ممͺن واقع در و باشد، داشته خاصͬ سادگͬ حرکت نیست لازم صورت این در است، زمان از مستقل آن
آن در که ویژه، حرکات سری ͷی معمولا˟ دارد، وجود ویژه ای بسیار حرکات اما باشد. پیچیده بسیار است
آن ها درباره اکنون که ارتعاشͬ سیستم های برای ͬ کند. م تغییر زمان با نمایی به صورت حرکت الͽوی کل
دهیم ترجیح است ممͺن نمایی» «به صورت گفتن جای به و است، موهوم۳۲ͬ نمایی تابع ͬ کنیم، م صحبت
این بͽوییم و کنیم نگاه ͬ تر کل ͬ توانیم م ما حال، این با ͬ کند. م تغییر زمان با سینوسͬ» «به صورت بͽوییم
ͬ ترین عموم ͬ کنند. م تغییر ویژه ای بسیار اَشͺال با ویژه ای، بسیار مدهای در زمان با نمایی به صورت حرکات
نشان مختلف نماهای از ͷی هر به مربوط حرکات از برهم نهشͬ به صورت ͬ تواند م همیشه سیستم حرکت

شود. داده
حرکتͬ با نیست لازم خطͬ سیستم ͷی کنیم: صحبت سینوسͬ حرکت مورد در دوباره که است شایسته
باشد، مهم آن حرکت چͽونگͬ اینکه بدون اما معین، بسامد تک ͷی در یعنͬ کند، حرکت سینوسͬ کاملا́
این از ͷی هر بسامد شود. داده نشان خالص سینوسͬ حرکات برهم نهش صورت به ͬ تواند م حرکت این
حرکت است. سیستم از مشخصه ای نیز حرکت هر موج شͺل یا الͽو و است سیستم از مشخصه ای حرکات
با آن ها همه افزودن و مدها، این از ͷی هر فاز و قدرت دادن با است ممͺن چنینͬ این سیستم̧ هر در کلͬ
هماهنگ نوسانگرهای از مجموعه ای معادل خطͬ ارتعاشͬ سیستم هر دیͽر عبارت به شود. مشخص هم

است. مدها با متناظر طبیعͬ بسامدهای با مستقل،
کوانتومͬ ͷانیͺم در ͬ رسانیم. م پایان به کوانتومͬ ͷانیͺم با مدها ارتباط ملاحظه ی با را فصل این
یافتن احتمال که است احتمال تابع ͷی دامنه ی ͬ کند، م تغییر فضا در که دیͽری چیز یا ارتعاش حال در شͬء
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تغییر زمان و فضا در ͬ تواند م دامنه۳۳ تابع این ͬ دهد. م را معینͬ پیͺربندی در الͺترون ها سیستم یا الͺترون
ما آنچه آن، در که دارد وجود تبدیلͬ کوانتومͬ ͷانیͺم در اما کند. صدق خطͬ معادله در واقع در و کند،
در شده بیان اصل ͬ توانیم م بنابراین است. انرژی با برابر ͷکلاسی ایده ی در ͬ نامیم، م احتمال دامنه بسامد
به موضوع این کنیم. منتقل حالت همین به انرژی با آن کردن جایͽزین و بسامد لغت درنظرگرفتن با را بالا
انرژی اتم، ͷی مثال عنوان به کوانتومͬ، ͷانیͺم سیستم ͷی که نیست نیازی ͬ شود: م تبدیل این شبیه چیزی
اما باشد؛ داشته معینͬ بسامد نیست لازم ساده ͬͺانیͺم سیستم ͷی که همان طور درست باشد، داشته معینͬ
۳۴ حالت هایِ از برهم نهشͬ عنوان به ͬ تواند م همیشه آن رفتار باشد، مهم سیستم رفتار چͽونگͬ اینکه بدون
که است دامنه الͽوی بنابراین و است، اتم از مشخصه ای حالت هر انرژی شود. داده نشان معین انرژی با
از ͷی هر دامنه دادن با ͬ توان م را کلͬ حرکت ͬ کند. م تعیین را متفاوت مͺان های در ذرات یافتن احتمال
آنجا از است. کوانتومͬ ͷانیͺم در انرژی ترازهای منشاء این کرد. توصیف متفاوت انرژی حالت های این
اینکه برای کافͬ انرژی الͺترون آن در که شرایطͬ در ͬ شود، م داده نشان امواج توسط کوانتومͬ ͷانیͺم که
بسامدهای ریسمان، جایͽزیده امواج مانند هستند. جایͽزیده امواج این ها ندارد، کند فرار پروتون از نهایتاً
این ها که است این ͬͺانیͺم کوانتوم تفسیر دارد. وجود کوانتومͬ ͷانیͺم در موج معادله جواب برای معینͬ
ͬ تواند م ͬ شود، م داده نشان امواج با چون ،ͬͺانیͺم کوانتوم سیستم ͷی بنابراین هستند. معین انرژی های

هستند. مختلف اتم های انرژی ترازهای آن نمونه های باشد؛ داشته ثابت انرژی معین حالت های
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