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است. شده گذاشته خالͬ قصد از صفحه این



۲۰ فصل

فضا در دوران

بعد سه در گشتاورها ۱ .۲۰

چرخ ͷی رفتار یعنͬ ، ͷانیͺم نتایج کننده ترین سرگرم و توجه ترین قابل از ͬͺی شرح به فصل این در
تکانۀ اصل دورانͬ، حرکت ریاضیاتͬ فرمولاسیون باید ابتدا کار این انجام برای ͬ پردازیم. م دو̰ار،
را آن از حاصل نتایج و معادلات این ما دهیم. تعمیم بˀعدی سه فضای به را … و گشتاور زاویه ای،
باید ما طرفͬ، از و ͬ انجامد م طول به سال ها کار این انجام زیرا کرد، نخواهیم بررسͬ کلͬ حالت در
و داد ارائه را پایه قوانین تنها ͬ توان م مقدماتͬ دورۀ ͷی در بپردازیم. هم دیͽر مسائل به سریع خیلͬ

کنیم. استفاده آن ها از نیز داریم علاقه که خاصͬ موارد در

صلب جسم ͷی اینکه از اعم باشیم، داشته بˀعد سه در دوران اگر که ͬ پردازیم م مسئله این به ابتدا
هستند. صادق همچنان ایم کرده استخراج بعد دو برای که نتایجͬ دیͽری، سیستم هر یا و باشد
گشتاور دیͽر عبارت به یا است xy صفحۀ در گشتاوری همچنان xFy − yFx که معنͬ این به
xPy − yPx تغییر میزان برابر همچنان گشتاور این که ͬ شود م دیده ههمچنین است. z محور حول
اجباری که ͬ شویم م متوجه ، کنیم رجوع نیوتن قوانین از (۵ .۱۸) معادلۀ استخراج به اگر که است،
صورت به نتیجه کنیم گیری مشتق xPy − yPx از که زمانͬ نداشتیم. حرکت بودن صفحه فرض بر
را xPy − yPx کمیت است. صادق همچنان تئوری این نتیجه در شود مͬ حاصل xFy − yFx

عبارت، این درستͬ با ͬ نامیم. م نامیم. مͬ z محور حول تکانه یا و xy صفحه در زاویه ای تکانه
مثال طور به بیاوریم. به دست دیͽر معادلۀ ͷی و کرده استفاده دیͽری محور جفت هر از ͬ توانیم م
را z و x جای به را y اگر که است واضح تقارن، به توجه با که کرد، استفاده yz صفحۀ از ͬ توان م
yPz − zPy و یافت خواهیم دست گشتاور برای yFz − zFy عبارت به کنیم جایͽذاری y جای به
صفحۀ همان که را، دیͽری صفحۀ ͬ توان م البته بود. خواهد yz صفحۀ به مربوط زاویه ای تکانۀ نیز

۱
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دست zFx − xFz = d/dx(zPx − xPz) عبارت به آن برای که بͽیریم نظر در نیز است، xz
ͬ یابیم. م

است. واضح تقریباً کرد استخراج ذره ͷی حرکت برای ͬ توان م را معادله سه این اینکه این
را آن نام و ͬ کردیم م جمع هم با ذره زیادی تعداد برای را xPy − yPx مانند مواردی اگر همچنین
کار این اگر و داشتیم zx و yz ،xy صفحۀ سه برای معادله نوع سه ، ͬ گذاشتیم م کلͬ زاویه ای تکانۀ
صحبت zx و yz ،xy صفحات در گشتاور مورد در ͬ توانستیم م ͬ دادیم، م انجام نیز نیروها با را
به مربوط خارجͬ گشتاور های که باشیم داشته صورت این به قوانینͬ ͬ توانستیم م ترتیب بدین کنیم.
تنها این بود. خواهد صفحه همان به مربوط زاویه ای تکانۀ تغییرات میزان برابر دلخواهͬ صفحۀ هر

نوشته ایم. بعد دو در ما که است چیزی تعمیم

ͬ توانیم نم آیا حال، این با دارد؛ وجود بیش تری صفحات ولͬ «البته، بͽوید کسͬ شاید حالا ولͬ
آن ها روی بر نیروها از استفاده با را گشتاور و بͽیریم نظر در دیͽر زوایای با دیͽر صفحۀ چند
بسیاری معادلات ͬ نوشتیم، م صفحه هر برای دیͽری معادلات ͬ بایست م که آنجا از کنیم؟» محاسبه
را x′Fy′ − y′Fx′ ترکیب ͬ خواستیم م اگر که ͬ رسد م نظر به طور این جالبی طرز به ͬ داشتیم! م
برحسب را نتیجه است، غیره و Fy′ x′ اندازه گیری معنͬ به که کنیم، محاسبه دیͽر صفحۀ ͷی برای
به ندارد. وجود جدیدی چیز هیچ نوشت. ͬ توان م و zx و yz ،xy صفحات برای عبارت سه ترکیب
و دیͽر صفحۀ هر در را گشتاور سپس بدانیم را zx و yz ،xy صفحات در گشتاور اگر دیͽر زبان
دو و نود و این از در صد شش نوشت. سه این ترکیب برحسب ͬ توان م را زاویه ای تکانۀ آن نتیجۀ در

ͬ شود. م داده توضیح ادامه در که است ترتیبی همین به بقیه اش و آن از درصد

محاسبه را خود زاویه ای تکانه های و گشتاورها تمام جˀو ، xyz محور های در که بͽیرید نظر در
فرض تنها راحتͬ برای است. دیͽر جهات در ’z′ ،y′ ،x′ محورهای دارای ماوی اما اما است. کرده
هستند.اما جدید ماوی اند، به متعلق که y و x′ محورهای اند. چرخیده y و x محورهای که ͬ کنیم م
او رو این از است. zx و yz جدید صفحات دارای او گفت ͬ توان است.م z محور همان z′ محور
گشتاور مثال عنوان به کند. محاسبه ͬ خواهد م که است جدید زاویه ای تکانه های و گشتاور دارای
دهیم انجام باید حالا که کاری آن. مانند و x′Fy′ − y′Fx′ با بود خواهد برابر x′y′ درصفحۀ او
ͷی توانست خواهیم ما نتیجه در کنیم. پیدا را قدیم و جدید گشتاورهای بین ارتباط که است این
این که بͽوید کسͬ شاید کنیم. ایجاد محورها از دیͽری دستۀ با محورها از دسته ͷی بین ارتباط
خواهیم مͬ که است کاری همان دقیقاً این واقعا «و دادیم انجام بردارها با که است کاری همان شبیه
نظر به بردار ͷی به شبیه نیست؟» بردار همان گشتاور «آیا بͽوید: است ممͺن سپس دهیم.» انجام
تمام ما ͬ پردازیم. م آنالیز انجام به ادامه در نتیجه در ͬ دانیم. نم را این آنالیز انجام بدون ما اما ͬ رسد م
را کار این چͽونه که دهیم نشان ͬ خواهیم م تنها ما زیرا داد نخواهیم توضیح جزئیات با را مراحل
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هستند: زیر صورت به جو معادلات ͬ دهیم. م انجام

τxy = xFy − yFx,

τyz = yFz − zFy ,

τzx = zFx − xFz .

(۱ .۲۰)

این مانند مواردی در نشود کنترل درست مختصات اگر که هستیم این به اشاره مخالف ما اینجا در
τzy؟ = zFy − yFz ننویسیم چرا آورد. به دست مقادیر برخͬ برای را غلطͬ علامت کسͬ شاید
باشد. چپ گرد یا و راست گرد ͬ تواند م مختصات دستگاه ͷی که ͬ گیرد م نشأت حقیقت این از مشͺل
جابه جایی با دیͽر کمیت دو برای صحیح عبارت ،τzy مثال برای طور به دلخواه علامت انتخاب با

ͬ شود. م پیدا زیر ترتیب های از ͷی هر در xyz حروف
ͬ کند: م محاسبه خود دستگاه در را گشتاورها ماوی حال

τx′y′ = x′Fy′ − y′Fx′ ,

τy′z′ = y′Fz′ − z′Fy′ ,

τz′x′ = z′Fx′ − x′Fz′ .

(۲ .۲۰)

محورهای که طوری به است. شده داده دوران θ ثابت زاویۀ با مختصه ͷی که ͬ گیریم م نظر در حال
مختصات دستگاه داخل اتفاقات یا و اجسام دوران به ربطͬ θ زاویۀ (این هستند. یͺسان z′ و z

شده استفاده محورهای با شخص ͷی توسط شده استفاده محورهای بین ارتباط تنها این ندارد.
صورت به دستگاه دو مختصات نتیجه در است.) ثابت معلوم قرار از که دیͽراست شخص توسط

هستند: مرتبط هم به زیر

x′ = x cos θ + y sin θ,

y′ = y cos θ − x sin θ,

z′ = z.

(۳ .۲۰)

دستگاه به z و y، x که ͬ شود م رفتار آن با روشͬ همانند است بردار ͷی نیرو چون ترتیب، همین به
آن مختلف مؤلفه های اگر فقط و اگر که است بردار زمانͬ کمیت ͷی زیرا ͬ یابند، م انتقال جدید
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شوند. منتقل z و y ،x همانند

Fx′ = Fx cos θ + Fy sin θ,

Fy′ = Fy cos θ − Fx sin θ,

Fz′ = Fz .

(۴ .۲۰)

z′ و y′ ،x′ مقادیر با برابر عبارت های جایͽذاری با تنها گشتاور، چͽونه که فهمید خواهیم حال
این انتقال و (۴ .۲۰ ) معادلۀ در Fz′ و Fy′ ،Fx′ با برابر مقادیر جایͽذاری و (۳ .۲۰ ) معادلۀ در
برای عبارات از طولانͬ رشتۀ ͷی نتیجه در ͬ شود. م منتقل ، (۲ .۲۰ ) معادلۀ به جایͽزین مقادیر
و ͬ شود، م ختم xFy − yFx به که ͬ رسد م نظر به غافلͽیرانه) اول نگاه در ) و داشت خواهیم τx′y′

است. xy صفحه در گشتاور همان این که دید ͬ توان م

τx′y′ = (x cos θ + y sin θ)(Fy cos θ − Fx sin θ)

− (y cos θ − x sin θ)(Fx cos θ + Fy sin θ)

= xFy(cos
۲ θ + sin۲ θ)− yFx(sin

۲ θ + cos۲ θ)

+ xFx(− sin θ cos θ + sin θ cos θ)

+ yFy(sin θ cos θ − sin θ cos θ)

= xFy − yFx = τxy. (۵ .۲۰)

حول چرخش دهیم، دوران صفحه در را محورهایمان ما اگر زیرا هستند، واضح آمده به دست نتایج
است. xy صفحۀ همان زیرا ͬ کند نم ایجاد صفحه اول حالت به نسبت صفحه آن در تفاوتͬ z محور
ما حال است. جدید صفحۀ ͷی زیرا است، τy′z′ به مربوط عبارت بود خواهد جالب تر که چیزی

ͬ آید: م دست به زیر صورت به آن نتایج که ͬ دهیم م انجام y′z′ صفحۀ با را کار همین دقیقاً

τy′z′ = (y cos θ − x sin θ)Fz

− z(Fy cos θ − Fx sin θ)

= (yFz − zFy) cos θ + (zFx − xFz) sin θ

= τyz cos θ + τzx sin θ. (۶ .۲۰)
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دهیم: مͬ انجام نیز z′x′ برای را کار این نهایتاً

τz′x′ = z(Fx cos θ + Fy sin θ)

− (x cos θ + y sin θ)Fz

= (zFx − xFz) cos θ − (yFz − zFy) sin θ

= τzx cos θ − τyz sin θ. (۷ .۲۰)

محورهای گشتاورهای برحسب جدید محورهای در گشتاورها آوردن به دست برای رابطه ای دنبال به اما
به دقت با اگر بسپاریم؟ خاطر به را رابطه این ͬ توانیم م چطور داریم. را رابطه این حالا و بودیم قدیمͬ
معادلات این بین ͬͺنزدی رابطۀ که دید ͬ توان م کنیم؛ نگاه (۷ .۲۰ ) و (۶ .۲۰ ) ،(۵ .۲۰ ) معادلات
مانند چیزی z مؤلفۀ را τxy ͬ توانستیم م طریقͬ به اگر دارد. وجود z و y، x به مربوط معادلات و
همانگونه زیرا است برداری تبدیل ͷی (۵ .۲۰ ) معادلۀ که ͬ شدیم م متوجه آنگاه بͽیریم، نظر در τ
با را τ شده ابداع جدید بردار x مؤلفۀ ما اگر همینطور ͬ ماند. م باقͬ تغییر بدون z مؤلفۀ باید، که

آمد: درخواهند زیر صورت به تبدیل، روابط این دهیم، ربط zx صفحۀ با را y مولفۀ و yz صفحۀ

τz′ = τz ,

τx′ = τx cos θ + τy sin θ,

τy′ = τy cos θ − τx sin θ,

(۸ .۲۰)

xFy − yFx ترکیب ͬ توانیم م که کرده ایم اثبات ما دلیل همین به بردارهاست! رابطۀ همان که
گشتاور اگرچه گرفت. نظر در ͬ نامیم، م شده، ابداع مصنوعͬ بردار z مؤلفۀ معمولا˟ ما که چیزی با را
لحاظ به ولͬ ندارد، را بودن بردار بر دال پیشینͬ مشخصۀ هیچ و است صفحه ͷی روی بر پیچش ͷی
قرار پیچش صفحۀ به نسبت قائمه زاویۀ در بردار این ͬ کند. م رفتار بردار ͷی به شبیه دقیقاً ریاضͬ
واقعͬ بردار ͷی مانند کمیتͬ چنین ͷی مؤلفۀ سه است. پیچش قدرت با متناسب آن طول و دارد

شد. خواهند تبدیل
آن بر است قرار گشتاور که صفحه ای هر به ͬ دهیم، م نمایش بردارها با را گشتاورها ما نتیجه در
را علامت قائمه» زاویۀ «در جملۀ اما ͬ دهیم. م ربط قانون ͷی وسیلۀ به قائمه خط ͷی ما کند، عمل
ما به که آوریم به دست قانون ͷی باید ما صحیح علامت آوردن به دست برای ͬ کند. م رها نامشخص
به ͬ خواهیم م ما که را محوری سپس بود، xy صفحه روی در مشخصͬ حالت در گشتاور اگر بͽوید
«چپ» و «راست» باید کسͬ که است معنͬ بدین این دارد. قرار z «بالای» جهت در دهیم ربط آن
است، گرد راست دستگاه ͷی در z و y،x مختصات سیستم اینکه به توجه با کند. تعیین ما برای را
حال در که حالتͬ همانند را پیچش ما اگر بود. خواهد ͬ آید، م ادامه در که صورتͬ به رابطه سپس
در چرخاندن با که است پیچͬ گرد، راست (پیچ بͽیریم نظر در هستیم، راست گرد پیچ ͷی پیچاندن
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جهتͬ در داد خواهیم ربط آن به ما که برداری جهت سپس ͬ شود)، م بسته ساعت عقربه های جهت
کرد. خواهد پیش روی پیچ، که است

محور ͷی ͬ توانیم م ما که است خوش شانسͬ و معجزه ͷی این است؟ بردار ͷی گشتاور چرا
این دهیم. ربط گشتاور با را بردار ͷی ͬ توانیم م که است رو این از و دهیم ربط صفحه ͷی به را تنها
نیازی و است معمولͬ اسͺالر ͷی گشتاور بعد، دو در است. بعدی سه فضای خاص خصوصیت ͷی
داشتیم بعد چهار ما اگر است. بردار ͷی گشتاور بعد، سه در نیست. آن با جهت ͷی دادن ارتباط به
بͽیریم) نظر در چهارم بعد عنوان به را زمان اگر مثال طور زیرا(به ͬ شدیم، م دچار بزرگͬ دردسر به
صفحه شش ͬ داشتیم. م نیز tz و ty ،tx مانند صفحاتͬ بلͺه zx؛ و yz ،xy مانند صفحاتͬ تنها نه

نیست. پذیر امͺان بعد چهار در بردار ͷی عنوان به کمیت شش دادن نشان و داشت وجود
عملیات که کنیم توجه است خوب پس کرد، خواهیم سپری بعد سه در را طولانͬ مدت ما
است؛ نبوده است، نیرو F و (مͺانͬ) موقعیت x که حقیقت این به وابسته آمده بالا در که ریاضͬ
ما x جای به اگر دلیل همین به است. بوده بردارها برای انتقال قانون به وابسته تنها ریاضͬ عملیات
ͬ خواستیم م اگر دیͽر زبان به کرد. نخواهد ایجاد تغییری بͽیریم نظر در را دیͽر بردار ͷی x مؤلفۀ
، بنامیم c جدید کمیت z مؤلفۀ را آن و هستند، بردار b و a که کنیم، محاسبه را axby − aybx

جدید ریاضͬ نوشتار ͷی به نیاز ما ͬ دهند. م را c جدید بردار تشͺیل جدید کمیت های این نهایتا
ابداع کار این برای که نوشتاری داریم. b و a بردارهای به آن مؤلفۀ سه با جدید بردار ارتباط برای
ͷی برداری، آنالیز تئوری در معمولͬ اسͺالر ضرب بر علاوه ما نتیجه، در است. c = a× b شده
این باشد c = a × b اگر دلیل همین به داریم. (خارجͬ) برداری ضرب نام به جدید ضرب نوع

نوشتن: با است معادل

cx = aybz − azby ,

cy = azbx − axbz ,

cz = axby − aybx.

(۹ .۲۰)

شود. مͬ معکوس c علامت ،b جای به a و a جای به b یعنͬ کنیم، عوض b و a ترتیب ما اگر
که نیست معمولͬ ضرب شبیه خارجͬ ضرب دلیل همین به ͬ شود. م bxay − byax به تبدیل cz زیرا
اثبات توانیم مͬ ما رو این از a× b = −b× a خارجͬ ضرب برای ولͬ a× b = b× a آن در
برای خارجͬ ضرب .a × a = ۰ بنابراین است. صفر خارجͬ ضرب باشد، a = b اگر که کنیم
a بردار سه هندسͬ ارتباط ما که است نیزمهم این و است مهم بسیار دوران خصوصیات دادن نشان
از استفاده با و است شده داده (۹ .۲۰ ) معادلات در مؤلفه ها بین ارتباط البته بفهمیم. را c و b ،
به c بردار اولا˟ که است این پاسخ یافت. دست هندسͬ ارتباط این چیستͬ به ͬ توان م معادلات این
چه به c ͬ آید. م به دست دو این بین زاویۀ سینوس در ضرب b اندازۀ a اندازۀ ضرب حاصل صورت
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پیچ ͷی بچرخانیم، b سمت به ۱۸۰ از کم تر زاویه ای در را a ما که کنید تصور ͬ کند؟ م اشاره جهتͬ
ͬ گوییم م ما که حقیقت این رفت. خواهد پیش c جهت در ͬ چرخد، م صورت این به که راست گرد
بردارهای b و a اگر که است دائمͬ یادآور و قرارداد ͷی چپ گرد، پیچ ͷی جای به راست گرد پیچ ͷی
ویا مصنوعͬ کرده ایم ایجاد a × b توسط ما که جدیدی بردار نوع باشند، معمول حالت در صادق
اگر است. شده ایجاد خاص رابطۀ ͷی وسیلۀ به زیرا است، متفاوت کمͬ ماهیت جهت از bو a از
قطبی بردارهای را آن ها ما داریم، آن ها برای خاص نام ͷی ما شوند، نامیده معمولͬ بردارهای b و a
v سرعت ، P تکانۀ ، F و r مͺان مختصات بردارهای از عبارتند بردارها این از مثال هایی ͬ نامیم. م
ͷی فقط شامل که بردارهایی هستند. معمولͬ قطبی بردارهای ااین ها غیره. و E ͬͺتریͺال میدان ،
از مثال هایی ͬ شوند. م نامیده بردارها شبه یا محوری بردارهای هستند، تعریف شان در خارجͬ ضرب
سرعت که ͬ شود م مشاهده همچنین ͬ شوند. م τ گشتاور البته و L زاویه ای تکانۀ شامل بردارها شبه

است. نیز B مغناطیسͬ میدان که همانطور است، بردار شبه ͷی نیز ω زاویۀ
آن ها خارجͬ و داخلͬ ضرب قوانین تمام باید ما بردارها، ریاضͬ خصوصیات کردن کامل برای
کامل برای اما داشت خوهیم نیاز قوانین این از کمͬ مقدار به ما کاربردها در حاضر حال در بدانیم. را
قوانین این ͬ کنیم. م استفاده نتایج این از بعداً که ͬ نویسیم م را بردارها ضرب قوانین تمام ما بودن،

از: عبارتند

(a) a× (b+ c) = a× b+ a× c,

(b) (αa)× b = α(a× b),

(ⅽ) a · (b× c) = (a× b) · c,

(ⅾ) a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b),

(e) a× a = ۰,

(f) a · (a× b) = ۰.

(۱۰ .۲۰)

خاجͬ ضرب های از استفاده با دوران معادلات ۲ .۲۰

نوشت. خارجͬ ضرب از استفاده با ͬ توان م را ͷفیزی در معادله هر آیا بپرسیم که دهید اجازه حالا

دارند. را خارجͬ ضرب با شدن نوشته قابلیت معادلات از زیادی بسیار تعداد البته که است این پاسخ
است. نیرو و مͺان بردار خارجͬ ضرب برابر گشتاور که ͬ بینیم م ما مثال برای

τ = r× F. (۱۱ .۲۰)
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ͷی فقط اگر ترتیب همین به است. غیره و τx = yFz − zFy معادلۀ سه از برداری خلاصۀ ͷی این
تکانه: بردار در خارجͬ ضرب مبدأ فاصلۀ از است عبارت زاویه ای تکانۀ بردار باشیم، داشته ذره

L = r× p. (۱۲ .۲۰)

که است اینگونه نیوتن F = dP/dt قانون مشابه ͬͺدینامی قانون بعدی، سه فضای در دوران برای
است. زاویه تکانۀ بردار زمانͬ تغییرات میزان برابر گشتاور بردار

τ = dL/dt. (۱۳ .۲۰)

میزان برابر سیستم بر وارده خارجͬ گشتاور بزنیم، جمع ذرات تمام برای را (۱۳ .۲۰ ) معادلۀ ما اگر
بود. خواهد کل زاویۀ تکانۀ تغییرات

τext = dLtot/dt. (۱۴ .۲۰)

ثابتͬ مقدار ͷی سیستم زاویه ای تکانۀ بردار باشد، صفر کل خارجͬ گشتاور اگر دیͽر: اصل ͷی
وارد سیستم به خارجͬ گشتاور که صورتͬ در ͬ شود. م نامیده زاویه تکانۀ بقای قانون این بود. خواهد

کند. تغییر ͬ تواند نم آن زاویه ای تکانۀ نشود،
محور ͷی حول صلب جسم ͷی دوران اینجا تا ما است؟ بردار ͷی آیا چطور؟ زاویه ای سرعت
بدهیم. دوران محور دو حول هم زمان طور به را جسم ما که بͽیرید نظر در حالا اما داده ایم، توضیح را
دیͽری محور حول جعبه که حالͬ در باشد جعبه ͷی داخل محور ͷی حول دوران حال در جسم شاید
محور ͷی حول سادگͬ به جسم که است این ترکیبی حرکت چنین ͷی خالص نتیجۀ ͬ کند. م دوران
را آن ͬ توان م زیر طریق به که است این محور این مورد در توجه قابل نکتۀ ͬ کند. م دوران جدید
طول که شود نوشته z جهت در بردار ͷی صورت به xy صفحه در دوران میزان اگر آورد. به دست
نرخ همان که شود کشیده y جهت در دیͽری بردار اگر و است، صفحه در دوران میزان با برابر آن
حاصل اندازۀ کنیم، اضافه هم به بردار ͷی عنوان به را دو این ما اگر آنگاه است، zx صفحه در دوران
دوران صفحه ای چه در ͬ گوید م ما به نیز جهت و ͬ کند م دوران سریع چقدر جسم که ͬ گوید م ما به
که است معنͬ بدین این ͬ شود. م حاصل الاضلاع متوازی روش از استفاده با نتایج این که ͬ کند م
در تصویر صورت به را صفحه سه در دوران ها اندازۀ ما که است بردار ͷی زاویه، سرعت بͽوییم

ͬ کنیم۱. م ترسیم صفحات به نسبت قائمه زوایای
جسم ͷی روی بر گشتاور مصرفͬ توان ما زاویه ای سرعت بردار از ساده کاربرد ͷی عنوان به
صورت به توان بعد سه در است. زمان با کار تغییرات میزان توان، البته ͬ کنیم. م محاسبه را صلب

.P = τ · ω ͬ آید، م به دست زیر
این آورد. به دست ∆t دیفرانسیل زمانͬ بازۀ در جسم این ذرات جابه جایی ترکیب با ͬ توان م را عبارت این ۱درستͬ

ͬ شود. م واگذار دربیاورند سر آن از دارند علاقه که کسانͬ به آن اثبات و نیست، روشن خود خودی به مسئله
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مثال برای داد. تعمیم بعد سه به ͬ توان م را نوشتیم صفحه ای دوران برای ما که فرمول هایی تمام
است ممͺن باشد، دوران حال در ω زاویه ای سرعت با مشخص محور ͷی حول صلب جسم ͷی اگر
سرعت اینکه دادن نشان ما چیست؟» r مشخص شعاعͬ موقعیت در نقطه ͷی «سرعت بپرسیم:
دانشجویان عهدۀ بر مسئله عنوان به را ͬ آید م به دست v = ω × r توسط صلب جسم در ذره ͷی
مثال عنوان به همچنین است. مͺانͬ (مختصات) موقعیت r و زاویه ای سرعت ω آن در که ͬ گذاریم، م
خارجͬ ضرب از استفاده با که داشتیم، کریولیس نیروی برای فرمولͬ ما خارجͬ، ضرب از دیͽری
در v سرعت با ذره ͷی اگر که طوری به شود. نوشته Fc = ۲mv × ω صورت به ͬ تواند م نیز
بر بخواهیم ما و باشد حرکت حال در کند، مͬ دوران ω زاویه ای سرعت با که مختصات دستگاه ͷی
کنیم. اضافه را Fc نیرو) (شبه مجازی نیروی باید نتیجه در کنیم، فکر دوار دستگاه مختصات حسب

قبل بعد

حول ممنتوم است. قائم محور بعد: .۰ = قائم محور حول ترک است، محورافقͬ قبل: :۱ .۲۰ شͺل
کنند. مͬ دوران ͷدیس دوران عکس جهت در صندلͬ و شخص است، صفر هنوز قائم محور

ژیروسͺوپ ۳ .۲۰

سرعت با که چرخ ͷی با ͬ توان م را قانون این بازگردیم. زاویه ای تکانۀ بقای قانون به حالا بیایید
و بنشینیم دوار صندلͬ ͷی روی بر اگر ͬ بینید. م (۱ .۲۰ ) شͺل در ادامه در که داد نشان ͬ چرخد م
خواهد افقͬ محور حول زاویه ای تکانۀ ͷی دارای ͷدیس داریم، نگه را افقͬ محور با دوار ͷدیس ͷی
ͬ تواند نم صندلͬ دوران نقطۀ در اصطͺاک نبود علت به قائم محور ͷی حول زاویه ای تکانۀ بود.
زاویه ای تکانه ای ͷدیس آنگاه دهیم، دوران قائم حالت به را ͷدیس محور ما اگر نتیجه در و کند تغییر
،ͷدیس) سیستم اما ͬ کند. م دوران محور این حول حالت این در زیرا داشت، خواهد قائم محور حول
عکس درجهت باید صندلͬ و ما نتیجه در و باشد داشته قائم مؤلفۀ ͬ تواند نم خودمان) و صندلͬ

شود. حفظ آن تعادل تا کنیم دوران ͷدیس چرخش
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باید ما که چیزی کنیم. تحلیل بیش تری جزئیات در داده ایم توضیح که را چیزی دهید اجازه اول
به را ژیروسͺوپ محور ما که حالͬ در را صندلͬ و ما که است نیروهایی مبدأ است، جالب و بفهمیم
دوران y محور حول سرعت به که ͬͺدیس (۲ .۲۰ ) شͺل ͬ چرخاند. م ͬ دهیم، م دوران قائم سمت
که ͬ شود م مشاهده و است محور همان حول آن زاویه ای سرعت رو این از ͬ دهد. م نشان را ͬ کند م
زاویۀ سرعت با را ͷدیس ͬ خواهیم م که کنید فرض حال است. جهت همان در نیز آن زاویه ای تکانۀ
محور ، ∆t کوتاه زمان ازگذشت بعد نیازند؟ مورد نیروهایی چه دهیم، دوران x محور حول Ω کم

است. شده داده نشان افق به نسبت ∆θ زاویۀ با که ͬ یابد م دوران جدیدی موقعیت به y

x y

z

ω⃗۰ L⃗۰

ω⃗۱
L⃗۱

∆L⃗∆θ

ω⃗

τ⃗

F⃗

−F⃗

ژیروسͺوپ :۲ .۲۰ شͺل

آن از کمͬ (بخش است y محور حول دوران خاطر به زاویه ای تکانه عمدۀ بخش که آنجایی از
تغییر است. کرده تغییر زاویه ای تکانۀ بردار که ͬ بینیم م ما است)، Ω کم سرعت با دوران علت به
تغییر ∆θ اندازۀ به آن جهت اما ͬ کند، نم تغییر زاویه ای تکانۀ اندازۀ است؟ مقدار چه زاویه ای تکانۀ
میزان گشتاورکه نتیجه در و ∆L = L۰∆θ با است برابر ∆L بردار اندازۀ دلیل همین به ͬ کند. م
در با . τ = ∆L/∆t = L۰∆θ/∆t = L۰Ω با است برابر است زاویه ای تکانۀ زمانͬ تغییرات

: که کرد مشاهده ͬ توان م مختلف مقادیر جهات گرفتن نظر

τ = Ω× L۰. (۱۵ .۲۰)

قائم τ است شده داده نشان شͺل در که طور همان باشند، افقͬ دو هر L۰ و Ω اگر نتیجه در
شوند. وارد محور انتهای در دو هر باید −F و F افقͬ نیروهای گشتاوری چنین تولید برای است.
به را چرخ محور ͬ کنیم م سعͬ که همانطور دستانمان، از استفاده با ͬ شوند؟ م وارد چطور نیروها این
) جهت خلاف در و معادل نیروهای که ͬ کند م ایجاب نیوتن سوم قانون اما دهیم. دوران قائم جهت
جهت در ما که شود مͬ باعث این کنند. عمل ما روی بر جهت) خلاف در و معادل گشتاورهای و

کنیم. دوران z قائم محور خلاف
ͷی معمول حالت داد.در تعمیم نیز ͬ چرخد م به سرعت که فرفره ͷی برای ͬ توان م را نتایج این
با تماس نقطۀ حول را گشتاوری ͬ کند، م عمل آن جرم مرکز روی بر که جاذبه ای نیروی دوار، فرفره
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در ͬ شود م باعث و دارد قرار افقͬ جهت در گشتاور این ببینید). را ۳ .۲۰ (شͺل ͬ کند م ایجاد زمین
Ω اگر شود. تقدیم۲ دچار ͬ کند، م حرکت قائم محور حول دایره ای مخروط ͷی در فرفره که حالͬ

داشت: خواهیم دوباره ما باشد، تقدیم (قائم) زاویه ای سرعت

τ = dL/dt = Ω× L۰.

حرکت جهت ͬ کنیم، م اعمال ͬ چرخد م سرعت به که فرفره ͷی بر گشتاور ͷی وقتͬ دلیل همین به
است. گشتاور کنندۀ ایجاد نیروهای به نسبت قائم زوایای در یا و است گشتاور با هم جهت تقدیمͬ

τ⃗

F⃗

Ω⃗
ω⃗, L⃗

تقدیم جهت همان ترک بردار جهت که کنید دقت بالا. دورانͬ سرعت با فرفره ͷی :۳ .۲۰ شͺل
است. محور

اگر ریاضیاتͬ. صورت به البته ͬ فهمیم، م را ژیروسͺوپ تقدیم که کنیم ادعا ͬ توانیم م ما حال
چه هر که دید ͬ رسد.خواهیم م نظر به « معجزه » ͷی حدی تا اما است ریاضیاتͬ چیز ͷی این که چه
بسیار ریاضیاتͬ صورت به ساده چیزهای بسیاری ͬ رویم، م پیشرفته ͷفیزی سمت به بیش تر و بیش تر
این فهمیدشان. واقعاً بتوان معمول حس با یا پایه ای صورت به اینکه تا هستند استنتاج قابل سریع تر
مواقعͬ ͬ شویم، م پیشرفته کارهای وارد بیش تر و بیش تر که همینطور و است عجیب خاصیت ͷی
نداشته مستقیم صورت به را آن فهم توانایی کس هیچ که ͬ کند م ایجاد نتایجͬ ریاضیات که هست
سختͬ به آن نتایج اما ͬ شود م ظاهر ساده و زیبا شͺلͬ در که است دیراک معادلۀ مثال، ͷی است.
شامل که ͬ رسد م به نظر معجزه ͷی به شبیه فرفره مسیر انحراف خاص، موارد در هستند. فهم قابل
دهیم، انجام کنیم تلاش باید که چیزی ͬ شود. م راست گرد پیچ های و پیچش و دوایر ، قائم زوایای

است. ͬͺفیزی صورت به آن بیش تر چه هر فهمیدن
که داریم توجه کرد؟ توصیف شتاب ها و واقعͬ نیروهای برحسب را گشتاور ͬ توان م چطور
صفحه ͷی روی واقعاً ͬ کنند، م حرکت ͷدیس اطراف در که ذراتͬ است، تقدیم حال در ͷدیس وقتͬ
گذشته در که همان طور راببینید). ۴ .۲۰ (شͺل است تقدیم دست خوش ͷدیس زیرا ͬ کنند، نم حرکت

2Precession
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ͬ کنند م حرکت خمیده۳ مسیرهای در ͬ گذرند م تقدیم محور از که ذراتͬ ،(۴ .۱۹ (شͺل دادیم توضیح
از سپس و محور(اکسل) روی بر ما فشار با نیروها این دارد. جانبی نیروهای وجود به نیاز این و

ͬ یابند. م انتقال ͷدیس حلقۀ۵ به پره ها۴ طریق

بعد

حال

قبل

است، دوران درحال آن محور که ،۲ .۲۰ شͺل دوران درحال ͷدیس در ذرات حرکت :۴ .۲۰ شͺل
است. وار منحنͬ خطوط در

زمان چه؟» ͬ کنند م حرکت عقب به دیͽر طرف در که ذراتͬ پس کنید «صبر گفت: یͷ نفر
در باشد. دیͽر طرف در مخالف جهت در نیرو ͷی باید که بͽیریم تصمیم که ͬ کشد نم طول زیادی
ͬͺی اما ͬ کنند، م خنثͬ را همدیͽر نیروها است. صفر کنیم اعمال باید ما که خالصͬ نیروی نتیجه
ͬ توانستیم م ما شود. اعمال ͷدیس دیͽر انتهای در باید دیͽری و شود وارد انتها ͷی در باید آن ها از
را کار این داریم اجازه ما است صلب ͷدیس چون اما کنیم اعمال مستقیم صورت به را نیروها این

شوند. منتقل پره ها طریق از ͬ توانند م نیروها زیرا دهیم. انجام محور(اکسل) روی بر فشار با
گشتاور ͬ تواند م باشد، تقدیم حال در ͷدیس اگر که است این کرده ایم اثبات اینجا به تا که چیزی
این داده ایم نشان که چیزی تمام اما کند. متعادل را دیͽر ا˚عمالͬ گشتاورهای یا و جاذبه از ناشͬ
همان در دوران اگر و باشد شده داده گشتاور اگر که طور این است. معادله ͷی پاسخ این که است
(و نکرده ایم اثبات ما اما کرد. خواهد تقدیم یͺنواختͬ و آرامͬ به ͷدیس سپس شود، شروع لحظه
اثر در دوار جسم ͷی که باشد حرکتͬ حالت ͬ ترین کل یͺنواخت، تقدیم ͷی که نیست) هم درست
این هست. نیز میانͬ تقدیم حول لرزش۶ ͷی شامل کلͬ حرکت باشد. داشته ͬ تواند م گشتاور ͷی

ͬ شود. م نامیده محوری۷ رقص لرزش
ͬ کند، م اعمال ژیروسͺوپ بر گشتاور ͷی کسͬ وقتͬ بͽویند که دارند تمایل افراد بعضͬ
خیلͬ این ͬ کند. م ایجاد را تقدیمͬ حرکت گشتاور، اینکه و ͬ شود م تقدیم دست خوش و ͬ چرخد م
به عوض در اما ͬ کند، نم سقوط جاذبه اثر تحت ͬ کنیم م رها را ژیروسͺوپ وقتͬ که است عجیب
حس و ͬ شناسیم م را آن ما که جاذبه، پایین به رو نیروی که است اینطور چرا ͬ کند. م حرکت اطراف
جهان در (۱۵ .۲۰ ) به شبیه فرمول های تمام کند؟ حرکت اطراف به جسم تا ͬ شود م باعث ͬ کنیم، م

3Curved paths
4Spokes
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تقدیمͬ حرکت برای تنها و است خاص معادلۀ ͷی (۱۵ .۲۰ ) زیرا گفت، نخواهند را آن چرایی ما به
ادامه در جزئͬ صورت به ͬ افتد م اتفاق واقعاً که چیزی است. استفاده قابل ژیروسͺوپ یͺنواخت
تقدیم دچار شͺلͬ هیچ به نتواند که داریم نگه ثابت کاملا́ را محور ما که بود قرار اگر آمد. خواهد
نیز جاذبه از ناشͬ گشتاور حتͬ اعمالͬ، گشتاور هیچ آنگاه ͬ کند)، م دوران ͷدیس که حالͬ (در شود
کنیم رها ناگهانͬ طور به را محور اگر اما است. شده برقرار واسطۀ به زیرا داشت، نخواهد وجود
فکر این به خود ذهن در کسͬ هر داشت. خواهد وجود جاذبه از ناشͬ گشتاور آنͬ صورت به آنگاه
ͬ کند، م افتادن اتفاق به شروع ابتدا در که است چیزی این و کرد خواهد سقوط ͷدیس که ͬ افتد م

است. انتظار قابل اتفاق همین باز نباشد، سریع خیلͬ ͷدیس دورانͬ سرعت اگر که همانطور
ͬ کند، م سقوط اینکه محض به اما کرد. خواهد سقوط واقعاً ژیروسͺوپ داریم توقع که همانطور
غیاب در گشتاور داشتیم. ͷی به نیاز کند، پیدا ادامه بود قرار چرخش این اگر و ͬ شود م چرخش دچار
(نیروی ͬ کند م غایب نیروی عکس جهت در سقوط به شروع ژیروسͺوپ جهت، این در گشتاور این
همانند ͬ دهد، م قائم محور حول حرکت مؤلفۀ ͷی ژیروسͺوپ به این گشتاورغایب). کنندۀ ایجاد
سقوط به شروع آن از که حالتͬ به واقع در محور و ͬ رود م فراتر۸ پایدار تقدیمͬ حرکت که وقتͬ
که است(مسیری سیͺلوئید ͷی ͬ کند م طͬ محور انتهای که را مسیری ͬ خیزد. برم دوباره است کرده
خیلͬ حرکت این معمولا˟ ͬ کند). م طͬ است، کرده گیر اتومبیل ͷی تایر عاج های بین که سنگͬ خرده
حلقۀ۹ در موجود اصطͺاک علت به سریع خیلͬ و نیست مشاهده قابل چشم با و ͬ افتد م اتفاق سریع
هرچه .(۵ .۲۰ (شͺل ͬ گذارد م باقͬ را پایدار تقدیمͬ حرکت تنها و ͬ شود م میرایی بیرینگ هادچار

بود. خواهد واضح تر محوری رقص کند، دوران آهسته تر ͷدیس
ͬ گیرد، م قرار شروع حالت از پایین تر کمͬ ژیروسͺوپ محور ͬ شود، م پایدار حرکت که وقتͬ
ژیروسͺوپ حرکت که نکند تصور خواننده اینکه برای ما اما هستند، پیچیده تری جزئیات (اینها چرا؟
معجزه اما است جالبی چیز ژیروسͺوپ ͬ کنیم. م مطرح اینجا در را آن است، محض معجزۀ ͷی
به تقدیم سادۀ معادلۀ سپس کنیم، رها ناگهان و داریم نگه افقͬ کاملا́ را محور ما اگر نیست.)
حرکت اطراف به افقͬ صفحۀ ͷی در که صورت این به ͬ شویم، م تقدیم دچار که گفت خواهد ما
درست این ولͬ کردیم صرف نظر آن از گذشته در اگرچه است! ممͺن غیر این ولͬ داشت. خواهیم
محور آن حول حرکت، حال در اگر و است تقدیم محور حول لخت۱۰ͬ گشتاور دارای ͷدیس که است
آمد؟ کجا از این بود. خواهد محور آن حول ضعیف زاویه ای تکانۀ ͷی دارای آرامͬ، به حتͬ باشد،
دچار چطور پس داشت. نخواهد وجود قائم محور حول گشتاوری هیچ باشند، ایده آل اتکاء نقاط اگر
حرکت که است این پاسخ باشد! نداشته وجود زاویه ای تکانۀ در تغییری اگر ͬ شود م تقدیمͬ حرکت
میرایی) (دچار دمپ معادل، دوار دایره مرکز پایدار حرکت میانگین به محور انتهای سیͺلوئیدی
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محور رهاکردن از پس دقیقا جاذبه نیروی تحت ژیروسͺوپ محور نوک واقعͬ حرکت :۵ .۲۰ شͺل
بود. شده داشته نگه ثابت که آن

حول دوران زاویه ای تکانۀ است، پایین چون ͬ شود. م پایدار پایین تر کمͬ که صورت این به ͬ شود. م
ͬ بینید م نتیجه در است. نیاز تقدیم برای که است چیزی همان دقیقاً که دارد قائم ͷکوچ مؤلفۀ ͷی
کمͬ با شود، جاذبه تسلیم کمͬ باید جسم کند. حرکت اطراف به بتواند تا برود پایین کمͬ باید که
این که ͬ کند، م حفظ قائم محور حول را خود دورانͬ حرکت پایین سمت به دوران محور چرخاندن

است. ژیروسͺوپ عملͺرد نحوۀ

صلب جسم ͷی زاویه ای تکانه ی ۴ .۲۰

که پیامدهایی برخͬ توضیح به کیفͬ به طور حداقل کنیم رها را بعد سه در دوران موضوع اینکه از قبل
این کلͬ حالت در پیامد ͬ ترین اصل ͬ پردازیم. م نیستند، بدیهͬ و ͬ افتند م اتفاق بعد سه در دوران در
ͷدیس ͷی بود. نخواهد زاویه ای سرعت با جهت هم لزوماً صلب جسم ͷی زاویه ای تکانۀ که است
طوری به است، شده نصب محور) (میله، شفت ͷی روی بر نامتقارن صورت به که بͽیرید نظر در را
دوران محور، حول را ͷدیس ما وقتͬ .(۶ .۲۰ (شͺل ͬ کند م عبور آن جرم مرکز از شفت محور که
خواهیم لرزش بیرینگ ها در کرده ایم، نصب نامتقارن را آن اینکه علت به که ͬ داند م کسͬ هر ͬ دهیم م



۱۵ صلب جسم ͷی زاویه ای تکانه ی .۴ .۲۰

عمل ͷدیس روی بر مرکز۱۱ از گریز نیروی دوار سیستم در که ͬ دانیم م کیفͬ صورت به ما داشت.
ͬ شود م باعث این کند. پرتاپ مرکز به نسبت ممͺن فاصلۀ دورترین به را آن جرم دارد سعͬ که ͬ کند، م
بیرینگ ها توسط گشتاور ͷی تمایل، این با مقابله برای کند. عمود محور بر را ͷدیس صفحۀ که
نیز زاویه ای تکانۀ تغییرات میزان باید ͬ شود، م اعمال بیرینگ ها توسط گشتاوری اگر ͬ شود. م اعمال
حالͬ در باشد داشته وجود زاویه ای تکانۀ تغییرات میزان که است ممͺن چطور باشد. داشته وجود
مؤلفۀ دو به را زاویه سرعت ما که کنید فرض هستیم؟ محور حول ͷدیس دوران حال در تنها ما که
چیست؟ زاویه ای تکانۀ مقدار هستند. ͷدیس صفحۀ بر عمود و موازی که کنیم، تقسیم ω۲ و ω۱

این (در که زاویه ای تکانۀ مؤلفه های نتیجه در هستند، متفاوت محور دو این حول لختͬ گشتاور
هستند، متناظر زاویۀ سرعت مؤلفه های در ضرب لختͬ گشتاور برابر خاص) محورهای برای حالت
در زاویه ای تکانۀ بردار نتیجه در هستند. دورانͬ سرعت مؤلفه های به نسبت متفاوتͬ نسبت های در
فضا در را زاویه ای تکانۀ بردار باید ͬ چرخانیم، م را جسم ما وقتͬ بود. نخواهد محور راستای در فضا

کنیم. اعمال گشتاور شفت ها روی بر باید نتیجه در بچرخانیم،

ω⃗
L⃗

L۱ = I۱ω۱ω۱

L۲ = I۲ω۲ω۲

نیست. زاویه ای سرعت با موازی لزوما دوار جسم ͷی زاویه ای ممنتوم :۶ .۲۰ شͺل

مهمͬ و جالب بسیار خصوصیت لختͬ، گشتاور کنیم، اثبات که است سخت بسیار حال این با
آمده بالا در که است تحلیلͬ پایۀ و کرد استفاده آن از و توصیف را آن ͬ توان م سادگͬ به که دارد
شͺل با جسم ͷی حتͬ صلبی، جسم هر ͬ آید: م ادامه در که است چیزی خصوصیت این است.
که طوری به ͬ گذرند م جرم مرکز از که است هم بر عمود محور سه دارای سیب زمینͬ، مانند بی قاعده
است دیͽری محور هر به نسبت ممͺن مقدار بیش ترین دارای محورها این از ͬͺی حول لختͬ گشتاور
ممͺن مقدار حداقل دارای محورها این از دیͽر ͬͺی حول لختͬ گشتاور بͽذرد. جرم مرکز از که
از ͬͺی برابر یا دارد( را دیͽر محور دو این بین میانگین مقدار سوم محور حول لختͬ گشتاور و است
هستند مهم خصوصیت این دارای و ͬ شوند م نامیده جسم اصلͬ محورهای محورها این آن هاست).
زاویه ای سرعت با هم جهت آن، زاویه ای تکانۀ باشد، آن ها از ͬͺی حول دوران حال در جسم اگر که
تقارن محورهای راستای در اصل۱۲ͬ محورهای تقارن، محورهای دارای جسم ͷی برای بود. خواهد

11Centrifugal force
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بود. خواهند

x

y

L⃗

ω⃗

ωx
ωy

ωz

Aωx

Bωy

Cωz

.(A > B > C) صلب جسم ͷی زاویه ای تکانه و زاویه ای سرعت :۷ .۲۰ شͺل

گشتاورهای و باشند اصلͬ محورهای راستای در −z و −y ،−x محورهای که کنیم فرض اگر
جسم جنبشͬ انرژی و زاویه ای تکانۀ ͬ توا نیم م راحتͬ به بنامیم، C و B ،A را اصلͬ متناظر لختͬ
راستای در ωz و ωy ،ωx مؤلفه های به را ω ما اگر کنیم. محاسبه ω زاویه ای سرعت هر برای را
ͬ توانیم م کنیم، استفاده z و y ،x راستای در k و j ،i یͺۀ بردارهای از −z و −y ،−x محورهای

بنویسیم: زیر صورت به را زاویه ای تکانه

L = Aωxi+Bωyj+ Cωzk. (۱۶ .۲۰)

بود: خواهد زیر صورت به دوران جنبشͬ انرژی

KE = ۱
۲(Aω

۲
x +Bω۲

y + Cω۲
z) (۱۷ .۲۰)

= ۱
۲L · ω.
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