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۱۳ فصل

(۱) پتانسیل۱ انرژی و کار

سقوط حال در جسم انرژی ۱ .۱۳

نیوتون قوانین از خود صحبت های در هرچند کردیم؛ صحبت انرژی۲ بقای درباره ی به تفصیل ۴ فصل در
برای باشد. جذّاب بسیار ͬ تواند م نیوتون قوانین با انرژی بقای تطابق چͽونگͬ حال این با نبردیم. بهره ای

پرداخت. خواهیم پیچیده تر مسائل به سپس و کرده شروع ممͺن مثال ساده ترین از امر این توضیح
این ͬ کند. م حرکت عمود راستای در فقط که است جسمͬ آزاد سقوط انرژی، بقای مثال ساده ترین
(یا T جنبش۳ͬ انرژی دارای حرکت، این سبب به و ͬ دهد م تغییر را خود ارتفاع گرانش اثر در تنها جسم
به صورتͬ است؛ ،(P.E. (یا U اختصار به ،mgh پتانسیل انرژی دارای همچنین جسم این است. (K.E.

بود: خواهد ثابت مقداری همواره دو، این مجموع که
۱
۲ mv۲

K.E.
+ mgh

P.E.
= ⅽonst,

یا
T + U = ⅽonst. (۱ .۱۳)

ما نیوتون، دوم قانون بنابر چیست؟ اثبات از منظور کنیم. اثبات را گزاره این صحت ͬ خواهیم م اکنون
دهیم. قرار بررسͬ مورد را زمان به آن ها سرعت بستگͬ و کنیم توصیف را اجسام حرکت ͬ توانیم م به آسانͬ
در اگر فلذا است. متناسب زمان مربع با شده طͬ ارتفاع و ͬ یابد م افزایش زمان با خطͬ صورت به سرعت
با برابر جسم ارتفاع که بود نخواهد ذهن از دور کنیم، فرض مبدأ را جسم سͺون محل خود، اندازه گیری

بنگریم. دقیق تر قدری بیایید اما باشد؛ ثوابت از تعدادی در سرعت مجذور ضرب حاصل
جنبشͬ انرژی از ابتدا ببریم. پی جنبشͬ انرژی تغییرات چͽونگͬ به نیوتون دوم قانون از مستقیماً بͽذارید
مشتق گیری زمان به نسبت ۱

۲ mv۲ از اگر ͬ کنیم. م دخیل را نیوتون قوانین سپس و گرفته مشتق زمان به نسبت
داشت خواهیم کنیم

dT

dt
= d

dt
( ۱

۲ mv۲) = ۱
۲ m۲v

dv

dt
= mv

dv

dt
, (۲ .۱۳)

1Work and Potential Energy
2Conservation of Energy

3Kinetic Energy
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x

h

θ dh/dtv

گرانش. اثر در اصطͺاک بدون سطح روی بر حرکت حال در جسمͬ .۱ .۱۳ ���

بنابراین ،m(dv/dt) = F ͬ دانیم م نیوتن دوم قانون طبق شده است. فرض ثابت m زیرا
dT/dt = Fv. (۳ .۱۳)

ضرب صورت به را آن تک بˀعدی مسأله ی این در لͺن بود، خواهد F ·v صورت به عبارت این کلͬ حالت در
ͬ گیریم. م نظر در سرعت در نیرو

است). آن پایین به رو جهت علت به منفͬ (علامت است −mg برابر و عمودی ثابت، نیرو بالا مثال در
انرژی تغییرات نرخ بنابراین، است. زمان برحسب ،h ارتفاع همان یا مͺان، تغییرات نرخ برابر نیز سرعت
مفهوم ͷی قرینه اعجاب انگیزی طور به آن مقدار که ͬ کنید م مشاهده .−mg(dh/dt) با است برابر جنبشͬ
انرژی تغییرات زمان، شدن سپری با نتیجه در زمان! برحسب mgh تغییرات آهنگ قرینه است؛ دیͽر ͬͺفیزی
خواهد ثابت مقداری همواره دو، این مجموع پس یͺدیͽرند. قرینه و برابر mgh کمیت تغییرات و جنبشͬ

بود.
انرژی چند هر است، پایستار ثابت، نیروهای انرژی که دادیم نشان نیوتون دوم قانون از استفاده با ما
را موضوع این حال بالعکس). (و ͬ دهد م شͺل تغییر ( ۱

۲ mv۲) جنبشͬ انرژی به جسم (mgh) پتانسیل
پدیده این آیا یابیم. دست عمیق تر نگرشͬ به مفهوم، این دادن بسط با ͬ کنیم م سعͬ و ͬ کنیم بررسͬ م بیشتر
زمینه ی در آنچه بنابر دارد؟ نیز ͬ تر عموم نمودهایی یا ͬ دهد م رخ جسم ͷی آزاد سقوط هنگام در فقط
بدون مسیر ͷی در خود وزن اثر تحت متحرک جسم ͷی برای حͺم این ͬ رود م انتظار گفتیم، انرژی بقای
این برسد، h مشخص ارتفاع به H اولیه ارتفاع از جسم چنانچه باشد. صادق (۱ .۱۳ (شͺل اصطͺاک
این ما هدف باشد. عمود راستای از غیر جهتͬ در سرعت اگر حتͬ کرد، خواهد صدق مشابه طور به فرمول
آهنگ و ͬ پردازیم م مسئله به مشابه تحلیلͬ طبق کنیم. بررسͬ را شرایط این در قضیه صحت علت که است
آهنگ m(dv/dt) اما ،mg(dv/dt) داشت خواهیم مجدداً ͬ کنیم. م محاسبه را آن جنبشͬ انرژی تغییرات

بنابراین است، حرکت راستای در Ft
مماس۴ͬ نیروی یا و تکانه بزرگͬ تغییرات

dT

dt
= mv

dv

dt
= Ftv.

−mg برابر Ft مماسͬ نیروی مثال این در و است ds/dt منحنͬ راستای در مͺان تغییر آهنگ سرعت،
به ͬ یابد. م کاهش (ds) سطح راستای در جابه جایی برحسب (dh) عمود ارتفاع تغییر نرخ با ولͬ نیست،

دیͽر عبارت

Ft = −mg sin θ = −mg
dh

ds
,

نتیجه در
4Tangential force
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Ft
ds

dt
= −mg

(
dh

ds

)(
ds

dt

)
= −mg

dh

dt
,

برابر مجدداً که ͬ یابیم م دست −mg(dh/dt) عبارت به ͬ شود، م ساده مخرج و صورت از ds که آنجا از
است. −mgh تغییر نرخ با

در که جدید مفاهیم تعدادی به راجع ͬ بایست م ،ͷانیͺم در انرژی پایستگͬ کارکرد درک جهت به
کنیم. صحبت ͬ کنند م ͷکم ما به مسائل تحلیل

به بˀعد سه در جنبشͬ انرژی ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را بˀعد سه در جنبشͬ انرژی تغییرات نرخ ابتدا
است: زیر صورت

T = ۱
۲ m(v۲

x + v۲
y + v۲

z).

داشت: خواهیم نازیبا جمله سه با عبارتͬ فوق، عبارت از مشتق گیری از پس

dT

dt
= m

(
vx

dvx

dt
+ vy

dvy

dt
+ vz

dvz

dt

)
. (۴ .۱۳)

شده ی ساده صورت بنابراین است. x جهت در جسم بر وارد نیروی یا Fx نیروی همان m(dvx/dt) لͺن
عبارت ͬ توانیم م برداری حساب قواعد یادآوردن به با است. Fxvx +Fyvy +Fzvz شͺل به (۴ .۱۳) معادله

لذا بنویسیم. F · v شده خلاصه شͺل به را فوق

dT/dt = F · v. (۵ .۱۳)

مشتق باشند، زمان به وابسته بردار دو b و a چنانچه است. استنتاج قابل نیز سریع تر طریقͬ به بالا نتیجه
است زیر صورت به کلͬ حالت در a · b زمانͬ

d(a · b)/dt = a · (db/dt) + (da/dt) · b. (۶ .۱۳)

داشت خواهیم a = b = v نظرگرفتن در با

d( ۱
۲ mv۲)
dt

=
d( ۱

۲ mv · v)
dt

= m
dv

dt
· v = F · v = F · ds

dt
. (۷ .۱۳)

گونه این مهم جملات هستند، اهمیت حائز بسیار جنبشͬ انرژی یا انرژی همچون مفاهیمͬ که آنجا از
F ·v ͬ شود. م شناخته جنبشͬ انرژی نام با ، ۱

۲ mv۲ مثال برای ͬ شوند. م شناخته گوناگونͬ اسامͬ با معادلات
است توانͬ برابر جسم، سرعت در جسم بر وارد نیروی (نقطه ای) ضرب حاصل ͬ شود. م نامیده توان۵ نیز
انرژی تغییرات آهنگ یافته ایم: دست جالب قضیه ͷی به ما نتیجه در ͬ دهد. م نظر مورد جسم به نیرو که

آن. بر وارد نیروهای توسط شده داده توان با است برابر جسم ͷی جنبشͬ
به را مسأله داریم قصد انرژی بقای مفهوم دقیق تر مطالعه برای است؛ نرسیده اتمام به هنوز کار اما
مورد dt ͷکوچ بی نهایت زمانͬ بازه ͷی در را جنبشͬ انرژی تغییرات ابتدا کنیم. تحلیل ͬ  تر جزئ صورت

5Power
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دیفرانسیلͬ تغییرات که ͬ یابیم درم کنیم ضرب dt در را (۷ .۱۳) معادله طرفین اگر می دهیم. قرار ارزیابی
جسم: دیفرانسیلͬ جابه جایی در نیرو داخلͬ ضرب حاصل با است برابر جنبشͬ انرژی

dT = F · ds. (۸ .۱۳)

داشت خواهیم انتگرال گیری از پس

∆T =
∫ ۲

۱
F · ds. (۹ .۱۳)

تغییرات باشد، حرکت در نیرویی اثر تحت دلخواه مسیری در جسمͬ چنانچه که است این فوق عبارت معنای
دیفرانسیل در مسیر راستای در نیرو مؤلفه ضرب حاصل انتگرال با دیͽر، مͺان به مͺانͬ از آن جنبشͬ انرژی
جسم. روی بر نیرو توسط شده انجام کار برگزیده اند، نامͬ انتگرال این برای است. برابر (ds) جابه جایی
ͷی تنها که ͬ کنیم م مشاهده همچنین است. زمان واحد در شده انجام کار معادل توان، که ͬ کنیم م مشاهده
مثال در است. تأثیرگذار شده انجام کار میزان در جسم، حرکت راستای در مختصه ی یعنͬ نیرو، مختصه
شرایط این در داشتند. −mg با برابر ،Fz مؤلفه، ͷی تنها و بودند عمود راستای در تماماً نیروها ما، ساده ی
را F · s معادله ی سهموی، مسیر ͷی در جسم سقوط هنگام مثال برای ندارد. اهمیتͬ جسم حرکت مسیر
ساده سازی Fzdz = −mgdz صورت به عبارت این نوشت. Fxdx + Fydy + Fzdz صورت به ͬ توان م
ͬ شود: م نوشته زیر شͺل به ما ساده مسأله نتیجه در اند. صفر با برابر نیرو مؤلفه های دیͽر که چرا ͬ شود؛ ∫م ۲

۱
F · ds =

∫ z۲

z۱
−mg dz = −mg(z۲ − z۱), (۱۰ .۱۳)

است. پتانسیل انرژی در موثر متغیر تنها اندازه گیری، مبدأ از عمودی ارتفاع ͬ کنیم م مشاهده دوباره بنابراین
در آن کردن ضرب با و است نیوتون نیرو، واحد که آنجا از کنیم. صحبت واحدها مورد در کمͬ حال
استفاده اما بود. خواهد (N · m) نیوتون⁃متر کار واحد ͬ رسیم، م شده انجام کار مقدار به جابه جایی میزان
ͷی ͬ دهند. م ترجیح را (J) ژول۶ از استفاده و است ناخوشایند مردم از بسیاری برای نیوتون⁃متر لفظ از
ثانیه بر ژول توان، واحد همچنین ͬ شود. م سنجش ژول مقیاس با کار و است نیوتون⁃متر ͷی برابر ژول
میزان به کنیم ضرب شده صرف زمان در را توان اگر ͬ شود. م شناخته نیز (W ) وات۷ نام با که بود خواهد
آن ها توان ضرب حاصل برابر ما منازل ͬͺتریͺال وسایل توسط شده انجام کار رسید. خواهیم شده انجام کار
وات ۱۰۰۰ ͬ خوریم؛ برم کیلووات⁃ساعت۸ نظیر عباراتͬ به مواردی چنین در است. شده صرف زمان در

ژول. ۳٫۶ × ۱۰۶ با برابر ثانیه، ۳۶۰۰ در ضرب
انرژی دارای که شوید متصو̰ر را جسمͬ پرداخت. خواهیم انرژی پایستگͬ قانون از دیͽری مثال به اکنون
بدیهͬ است. حرکت در اصطͺاک دارای سطح ͷی روی بر زیادی بسیار سرعت با و است اولیه جنبشͬ
به نهایت در اما است صفر غیر جنبشͬ انرژی امر ابتدای در ایستاد. خواهد باز حرکت از جسم که است
حتماً  باشد، میان در اصطͺاک پای هرگاه که چرا باشند؛ داده انجام کاری باید نیروها رسید. خواهد صفر
حال برود. دست از مداوم طور به انرژی ͬ شود م موجب که دارد وجود حرکت جهت خلاف در مؤلفه ͷی
ͷی تأثیر تحت و اصطͺاک بدون نوسانͬ برگشت و رفت حرکت حال در عمودی محور ͷی روی را جسمͬ
حال در جسم که هنگامͬ زیرا بود؛ خواهد متفاوت ͬ دهد م رخ جا این در آنچه کنید. فرض گرانشͬ میدان

6Joule
7Watt

8Kilowatt Hours
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M m
۱۲

ͬ کند. م سقوط M بزرگ جرم روی بر گرانش اثر در m ͷکوچ جرم .۲ .۱۳ ���

رو هم باز نیرو است، آمدن پایین حال در جسم که هنگامͬ و است پایین به رو نیرو است، بالا به رو حرکت
نقطه هر برای نتیجه در است. رفتن بالا قرینه آمدن پایین هنگام در F · ds علامت بنابراین، است. پایین به
انتگرال حاصل پس بود، خواهد قرینه علامت با ولͬ برابر، پایین و بالا مسیر دو هر در F · ds مقدار دلخواه
دست از جنبشͬ انرژی اندازه ی هم دقیقاً جسم توسط شده دریافت جنبشͬ انرژی و است صفر با برابر کلͬ
بقای اصل اصطͺاک، وجود صورت در که باشید داشته (توجه انرژی پایستگͬ اصل همان یعنͬ است، رفته
شده تولید گرمای باشیم. انرژی از دیͽری انواع دنبال به باید پس ͬ رسد؛ م نظر به متناقض اول نگاه در انرژی
از چیزی ͬ کنیم م فرض فعلا́ اما است، ما پرسش جواب دیͽر، سطحͬ روی شدن کشیده حین جسم ͷی در

ͬ دانیم). نم آن

گرانش توسط شده انجام کار ۲ .۱۳

راستای در غیرثابت نیروهای با مسأله این در است. پیشین مسائل از پیچیده تر اندکͬ بعدی مسأله ی
زمین. دور به ماهواره ͷی گردش یا خورشید دور به سیاره ͷی گردش مانند هستیم؛ مواجه غیرعمودی

بررسͬ مورد ͬ کند م سقوط زمین یا و خورشید سمت به مستقیماً ۱ نقطه از که را جسمͬ حرکت باید ابتدا
با مثال این تفاوت تنها است؟ موجود انرژی بقای برای قاعده ای حالت این در آیا .(۲ .۱۳ (شͺل دهیم قرار
−GM/r۲ ضرب صورت به نیرو ͬ دانیم، م قبل از که طور همان است. نیرو بودن متغیر در قبلͬ مثال های
مسافت که مادامͬ سقوط، حال در جرم ͷی برای است. متحرک m جرم مسأله این در و است، m جرم در
تغییر نگران ما که ͬ دهد م رخ زمانͬ اتفاق این البته ͬ یابد؛ م افزایش نیز جنبشͬ انرژی یابد افزایش سقوط
پتانسیل انرژی برای ،mgh با متفاوت فرمولͬ ͬ توان م آیا که اینجاست سوال نباشیم. ارتفاع برحسب نیرو
کماکان انرژی پایستگͬ اصل صحت صورت این در بیابیم؟ زمین سطح از فاصله برحسب تابعͬ صورت به

ͬ شود. م حفظ
انتگرال برابر جنبشͬ انرژی تغییرات ͬ دانیم م که چرا نیست؛ مشͺل چندان بˀعدی ͷی مسأله این حل

است: حرکت مسیر پایان تا آغاز از ،dr جابه جایی در ضرب −GMm/r۲

T۲ − T۱ = −
∫ ۲

۱
GMm

dr

r۲ . (۱۱ .۱۳)

عبارت از انتگرال گیری هستند. هم جهت نیرو و جابه جایی زیرا نیست، کسینوس به نیازی رابطه این در
ͬ شود: م تبدیل زیر شͺل به (۱۱ .۱۳) معادله فلذا بود؛ خواهد −۱/r برابر حاصل است. آسان نیز dr/r۲

T۲ − T۱ = +GMm

(
۱
r۲

− ۱
r۱

)
. (۱۲ .۱۳)

ک  م  ی  ت ͬ دارد م   ب  ی  ان (۱۲ .۱۳) م  ع  ادل  ه داری  م. ان  رژی پ  ت  ان  س  ی  ل ان  رژی ب  رای دی  ͽ  ری ف  رم  ول م  ا ب  ن  اب  رای  ن
دارد. ثابتͬ مقدار دیͽر نقطه هر یا و ۲ نقطه ،۱ نقطه در شده محاسبه ( ۱

۲ mv۲ − GMm/r)
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۱

۲

۳ ۴
۵ ۶

۷
۸

گرانشͬ. میدان ͷی در بسته مسیر ͷی .۳ .۱۳ ���

حال داریم. دست در عمودی حرکت ویژه گرانشͬ، میدان در پتانسیل انرژی برای فرمولͬ ما اکنون
کرد؟ تولید گرانشͬ میدان در دائمͬ حرکتͬ ͬ توان م آیا شویم. مواجه هیجان انگیزتر مسأله ای با ͬ خواهیم م
بدون و معین مسیری ͬ توان م آیا دارد. متفاوت قدرت و جهت مختلف نقاط در و است متغیر گرانشͬ میدان
ͷی تحت ببرد، بالاتر نقطه ای به را جسمͬ شود، آغاز نقطه ͷی از که نحوی به نمود، مشخص اصطͺاک
مسیر ͷی روی را جسم بیاورد، پایین مشخصͬ فاصله تا را آن کند، منتقل سومͬ نقطه به خمیده حرکت
توسط مشخصͬ کار مسیر، طͬ در آیا بازگرداند؟ آغاز نقطه به را آن انتها در و براند دیͽری محل به شیب دار
کنیم طراحͬ جدیدی منحنͬ ͬ توانیم م آیا است؟ یافته افزایش جسم جنبشͬ انرژی و شده انجام گرانشͬ میدان
خواهد مسیر این روی همواره جسم باشد، ممͺن چیزی چنین اگر باشد؟ شد گفته آنچه از سریع تر قدری که
یافتن احتمالا˟ است، محال امری ابدی حرکت که آنجا از یافته ایم. دست ͬͽهمیش حرکت ͷی به ما و چرخید
اصطͺاک، غیاب در که باشیم واقف قضیه این به ͬ بایست م اما بود؛ خواهد غیر ممͺن هم مسیری چنین
هر روی متناوب حرکت صورت این در بازگردد؛ آغاز نقطه به انرژی افزایش یا کاهش بدون ͬ تواند م جسم
زیرا است، صفر برابر بسته مسیر هر روی گرانش نیروی کار دیͽر، عبارت به ͬ شود. م میسر بسته  ای مسیر
باشد، صفر از کمتر شده انجام کار میزان (چنانچه ͬ رود م دست از انرژی چرخه هر در صورت این غیر در
هر در شده انجام کار که است ممͺن صورتͬ در تنها ͬͽهمیش حرکت نتیجه در ͬ یابد؛ م کاهش سرعت

باشد). صفر برابر بسته مسیر
ͬ دهیم م توضیح بیش و کم ابتدا کنیم. ثابت را امر این باید است؟ صفر برابر واقعاً  شده انجام کار آیا
کنید فرض ͬ کنیم. م بررسͬ   ͬ ریاضیات صورت به را آن سپس باشد، صفر با برابر مقدار این داریم انتظار چرا
نقطه از ابتدا ͬͺکوچ جسم و داریم اختیار در شده داده نشان ۳ .۱۳ شͺل در آنچه مشابه ساده مسیر ͷی ما
نقاط مشابه طور به و شده، منتقل ۴ نقطه به بعد و ۳ نقطه به دایره ͷی روی سپس ͬ شود، م منتقل ۲ به ۱
یا مرسوم، مسیرهای تمامͬ ͬ گردد. بازم ۱ نقطه به دوباره انتها در و گذاشته سر پشت نیز را ۸ و ۷ ،۶ ،۵
بر m نقطه حرکت طͬ شده انجام کار است. نظر مورد دایره مرکز M که نحوی به مماسͬ، یا ͬ اند شعاع
تفاضل در GMm ضرب حاصل برابر مقدار این ،۲ و ۱ نقاط بین مسیر در است؟ چه قدر مسیر این روی

است: نقطه دو ۱/r مقدار

W۱۲ =
∫ ۲

۱
F · ds =

∫ ۲

۱
−GMm

dr

r۲ = GMm

(
۱
r۲

− ۱
r۱

)
.

خواهیم نیز ۴ به ۳ مسیر برای .W۲۳ ≡ ۰ نتیجه در است، منحنͬ بر عمود کاملا́ نیرو ،۳ تا ۲ نقطه از
داشت:

W۳۴ =
∫ ۴

۳
F · ds = GMm

(
۱
r۴

− ۱
r۳

)
.



گرانش توسط شده انجام کار .۲ .۱۳

M

a

bc θ

y

x

sF

ابعاد در مسیرها از ͬͺی و شده زده تقریب شعاعͬ و مماسͬ مسیرهای با که بسته و هموار مسیر ͷی بیانگر .۴ .۱۳ ���
است. شده داده نشان بزرگ

داریم: دیͽر نقاط برای مشابه طور به

W = GMm

(
۱
r۲

− ۱
r۱

+ ۱
r۴

− ۱
r۳

+ ۱
r۶

− ۱
r۵

+ ۱
r۸

− ۱
r۷

)
.

.W = ۰ نتیجه در ،r۸ = r۱ و r۶ = r۷ ،r۴ = r۵ ،r۲ = r۳ ͬ دانیم م که آنجا از
گفت؟  ͬ توان م چه واقعͬ ͬ های منحن مورد در برسد. نظر به تصنّعͬ بسیار منحنͬ این است ممͺن
،۴ .۱۳ شͺل مشابه کرد ادعا ͬ توان م چیز هر از قبل کنیم. امتحان واقعͬ منحنͬ ͷی با را مسأله ͬ خواهیم م
اندکͬ با است. صحیح ما حدس بنابراین است. شبیه سازی قابل دندانه دار مسیر تعداد ی با واقعͬ، منحنͬ هر
کار آیا .(۴ .۱۳ (شͺل است صفر برابر مثلث گون مسیر ͷی روی بر شده انجام کار داد نشان ͬ توان م تلاش
به a مستقیم مسیر در شده انجام کار برابر c به b از سپس و b به a از مثلث روی حرکت طͬ شده انجام
چنان آن را مثلث ͬ توان م .bc راستای در مثال برای ͬ کند، م اثر معیˁنͬ جهت در نیرو کنید تصور است؟ c

چه c تا a از شده انجام کار اما باشد. ثابت حدوداً مقداری مثلث سطح کل در نیرو که کرد فرض ͷکوچ
داریم: است؟ مقدار

Wac =
∫ c

a
F · ds = Fs cos θ,

ab عمودی راستای در کنیم. محاسبه را مثلث مسیر دو هر در شده انجام کار ͬ توانیم م و است ثابت نیرو
داریم: نیز bc افقͬ راستای در است. صفر برابر شده انجام کار بنابراین است، ds راستای بر عمود نیرو

Wbc =
∫ c

b
F · ds = Fx.

s cos θ زیرا است، برابر مایل مسیر در شده انجام کار با مسیر این در شده انجام کار که است مشهود لذا،
۳ .۱۳ شͺل مشابه قطعات از متشͺ͓ل مسیر هر روی شده انجام کار دادیم نشان این از پیش .x با است برابر
انجام مرسوم مسیرهای روی که است کاری برابر گوشه دو از عبور طͬ شده انجام کار و است صفر برابر
ͷکوچ بخواهیم قدر هر را آن ها ͬ توانیم م البته باشند؛ ͷکوچ کافͬ اندازه به باید قطعات (طول ͬ شود م

است. صفر برابر گرانشͬ میدان ͷی در بسته مسیر هر روی شده انجام کار بنابراین کنیم)،
که هنگامͬ قضیه این طبق ͬ دهد. م ما به نجومͬ های حرکت به راجع بدیع اطلاعاتͬ مهم نتیجه  ی این
اگر که کرد خواهد حرکت مسیری بر دیͽر)، نیروی و Ͱش هیچ (بدون می چرخد خورشید گرد بر سیاره ای
مسیر از نقطه همان در مسیر شعاع بر ثوابت تعدادی تقسیم حاصل از را آن از نقطه هر در سرعت مربع
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خورشید به سیاره نزدیͷ ترین مثال برای ماند. خواهد ثابت مقداری مسیر تمامͬ در آن حاصل کنیم، کم
نه (و سرعت جهت خورشید، حول سیاره دورانͬ حرکت جای به چنانچه چقدر؟ اما هست، نیز سریع ترین
معین شعاعͬ از بͽذاریم سپس و کند حرکت شعاع راستای در کاملا́ که دهیم تغییر نحوی به را آن بزرگͬ)
مسیر که چرا باشد؛ آن فعلͬ دوران سرعت برابر ͬ بایست م جدید سرعت کند، سقوط نظر مورد شعاع به
جنبشͬ انرژی بازگردیم، قبلͬ فاصله به اگر بنابراین است. پیچیده بسته مسیر ͷی از مثالͬ نیز شده توصیف
و دندانه دار حرکتͬ چه و باشد تیزی بدون و حقیقͬ حرکت، چه پس ͬ رسد. م خود سابق مقدار به دوباره
معینͬ مقدار نقطه، ͷی در سیاره جنبشͬ انرژی اصطͺاک وجود عدم شرط به ناگهانͬ، جهت تغییر دارای

داشت. خواهد
به باشیم، داشته چرخش حین سیاره حرکت از ریاضیاتͬ تحلیلͬ دادیم، انجام قبل تر چه آن مشابه اگر
محاسباتͬ خطای مرتکب انرژی، یعنͬ ثابت، کمیت این محاسبه در که دریابیم ͬ توانیم م انرژی بقای ͷکم
حدود در پایان تا شروع از و است۹ متغیر انرژی میزان ۹ ⁃۲ جدول در داده نشان چرخش برای نه. یا شده ایم
در جزئͬ اشتباهͬ یا است مشخص فواصل در تحلیل علت به اتفاق این آیا چرا؟ اما ͬ کند. م تغییر ۱٫۵٪

است؟ داده رخ ما محاسبات
تعادل حالت از را جسم که هنگامͬ فنر. ͷی روی بر جرمͬ ͬ کنیم: م ارزیابی دیͽری مسأله ی در را انرژی
انرژی پایستگͬ کاری و ساز چنین بر آیا است. جابه جایی با متناسب بازدارنده نیروی ͬ کنیم، م جابه جا خود

است: زیر صورت به نیرویی چنین کار که چرا بله، است؟ حاکم

W =
∫ x

۰
F dx =

∫ x

۰
−kx dx = − ۱

۲ kx۲. (۱۳ .۱۳)

ببینیم اما است، ثابتͬ مقدار ۱
۲ kx۲ علاوه ی به جنبشͬ انرژی مجموع فنر، روی جرم مسأله ی در نتیجه در

x اما دارد، صفر برابر سرعتͬ و است سͺون حال در جسم ͬ فشاریم. م پایین سمت به را جسم ما چͽونه.
اتفاقات ͬ کنیم، م رها را فنر که هنگامͬ داریم. پتانسیل انرژی تنها بنابراین رسیده است؛ خود بیشینه میزان به
مقدار پتانسیل و جنبشͬ انرژی مجموع لحظه هر در اما نیست)، ما نظر مد (جزئیات ͬ دهند م رخ مختلفͬ
به v۲ لحظه همین در ولیͺن است، صفر برابر x تعادل، نقطه از جسم عبور حین در مثال برای دارد. ثابتͬ
را جسم x۲ و v۲ بین تعادل برقراری لزوم ͬ یابد. م کاهش v۲ یابد، افزایش x۲ هرچه رسیده. خود حداکثر
است، ۱

۲ kx۲ برابر فنر پتانسیل انرژی یافته ایم. دست جدیدی قانون به نتیجه در ͬ دارد؛ م نگاه شد و آمد در
باشد. −kx صورت به آن نیروی اگر البته

انرژی کردن جمع ۳ .۱۳

پیچیده مسأله ای با کنید تصور بیندازیم. ͬ دهد م رخ Ͱش چندین حضور در آنچه به نگاهͬ داریم قصد اکنون
ͬͽهم و شده اند شماره گذاری i = ۱, ۲, ۳, . . . صورت به اجسام هستیم، مواجه جسم چندین از مرک͓ب و
دهیم نشان که است این ما هدف ͬ دهد؟  م رخ اتفاقͬ چه دقیقاً شرایط این در یͺدیͽرند. گرانش اثر تحت
ثابت مقداری جسم دو هر بین متقابل پتانسیل انرژی های مجموع با اجسام تمام جنبشͬ انرژی های مجموع

۱
۲ (v۲

x + v۲
y) − ۱/r با است برابر جرم واحد بر انرژی ۲ ⁃۹ جدول واحدهای ۹در
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∑است:
i

۱
۲ miv

۲
i +

∑
(ij (جفت های

−Gmimj

rij

= ⅽonst. (۱۴ .۱۳)

ͬ رسیم. م صفر به و ͬ گیریم م مشتق زمان به نسبت معادله طرف دو هر از ͬ کنیم؟  م ثابت را ادعایی چنین چͽونه
گرانش قانون از آنچه اساس بر رسید. خواهیم نیرو به (۵ .۱۳) معادله مشابه کنیم، مشتق گیری ۱

۲ miv
۲
i از اگر

شده ظاهر چپ طرف در آنچه ͬ شویم م متوجه و ͬ کنیم م جای گذاری را اجرام بین نیروهای ͬ دانیم، م نیوتون
است: زیر عبارت زمانͬ مشتق ∑قرینه

جفت ها
−Gmimj

rij

.

است: زیر صورت به زمان به نسبت جنبشͬ انرژی مشتق

d

dt

∑
i

۱
۲ miv

۲
i =

∑
i

mi
dvi

dt
· vi

=
∑

i

F i · vi

=
∑

i

∑
j

−Gmimjrij

r۳
ij

 · vi.

(۱۵ .۱۳)

است: زیر صورت به نیز زمان به نسبت پتانسیل انرژی مشتق

d

dt

∑
جفت ها

−Gmimj

rij

=
∑

جفت ها

+Gmimj

r۲
ij

(drij

dt

)
.

اما
rij =

√
(xi − xj)۲ + (yi − yj)۲ + (zi − zj)۲,

نتیجه در

drij

dt
= ۱

۲rij

[
۲(xi − xj)

(
dxi

dt
− dxj

dt

)

+ ۲(yi − yj )
(

dyi

dt
− dyj

dt

)

+ ۲(zi − zj )
(

dzi

dt
− dzj

dt

)]

= rij · vi − vj

rij

= rij · vi

rij

+ rji · vj

rji

,
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پس ،rij = rji و rij = −rji که آنجا از

d

dt

∑
جفت ها

−Gmimj

rij

=
∑

جفت ها

[
Gmimjrij

r۳
ij

· vi + Gmjmirji

r۳
ji

· vj

]
. (۱۶ .۱۳)

i که معناست این به ∑
i

{∑
j

} ،(۱۵ .۱۳) معادله در باشیم. داشته توجه ∑
جفت ها

و ∑
i

{∑
j

} معنای به باید اما

غیر موجود مقادیر تمامͬ j شاخص ،i مقدار هر ازای به و است پذیرا را i = ۱, ۲, ۳, . . . مقادیر تمامͬ
j = ۱, ۲, ۴, . . . صورت به j مقادیر صورت این در i = ۳ اگر مثال برای ͬ شود. م شامل را i مقدار از

بود. خواهد
محاسبه بار ͷی تنها j و i عددی مقادیر از ͷی هر که است این معنای به ∑

جفت ها
،(۱۶ .۱۳) معادله در

بدون باید i منظور این برای است. موجود سری در جمله ͷی تنها ۳ و ۱ اجسام ازای به مثلا́ ͬ شوند. م
مثال برای باشد. i از بزرگتر اعداد اختیار به مجاز تنها j و بپذیرد را ۱, ۲, ۳, . . . اعداد تمامͬ شرط و قید
دو j و i هر برای که ببریم یاد از نباید ͬ گیرد. م خود به را j = ۴, ۵, ۶, . . . مقادیر فقط j ،i = ۳ اگر
معادله در یͺسانͬ ظاهر جمله دو این و vj ازای به دیͽری و vi ازای به ͬͺی است؛ موجود سری در جمله
به ͷی مقایسه با بنابراین دارند. است، موجود (i = j جز (به j و i مقادیر تمامͬ آن در که ،(۱۵ .۱۳)
علامت با اما اند، یͺسان کاملا́ معادله دو این که ͬ شود م مشاهده ،(۱۶ .۱۳) و (۱۵ .۱۳) معادلات بین ͷی
مجموعه ای برای است. صفر برابر زمان به نسبت پتانسیل و جنبشͬ انرژی مجموع مشتق نتیجه  در مخالف؛
برابر نیز کل پتانسیل انرژی و است آن ها تک تک جنبشͬ انرژی مجموع برابر کل جنبشͬ انرژی اجسام، از
فرض است. درک قابل حͺم این پتانسیل انرژی مورد در است. آن ها از جفت هر بین پتانسیل انرژی مجموع
برای کنیم. محاسبه را یͺدیͽر از معین فواصل به اجسام دادن قرار هم کنار برای لازم کار ͬ خواهیم م کنید
در و آورده نیست، کار در نیرویی هیچ آن در که جایی دور، بی نهایت فواصل از ͷبه ی ͷی را آن ها کار این
انجام به نیازی عمل این در ͬ کنیم. م منتقل را ͷی شماره جسم ابتدا ͬ دهیم. م قرار ͅ دیͽر ی کنار مرحله چند
شماره جسم بعد، مرحله در کند. نیرو اعمال آن بر که ندارد وجود دیͽری جسم هیچ فعلا́ زیرا نیست، کار
نکته ای اینجا در ͬ شود. م منتقل نظر مورد مͺان به W۱۲ = −Gm۱m۲/r۱۲ اندازه به کاری اعمال با دو
شماره جسم بر وارد نیروی کنیم. منتقل سه مͺان به را بعدی جسم کنید فرض است. نهفته اهمیت حائز
روی بر شده انجام کار پس نوشت. دو و ͷی اجسام طرف از وارده نیروهای جمع صورت به ͬ توان م را سه
ͬ توان م را F۳ زیرا است؛ آن روی بر جسم دو از ͷی هر توسط شده انجام کار مجموع برابر سه شماره جسم

نوشت: زیر نیرو دو مجموع صورت به

F ۳ = F ۱۳ + F ۲۳,

بود: خواهد زیر صورت به شده انجام کار ∫و
F ۳ · ds =

∫
F ۱۳ · ds +

∫
F ۲۳ · ds = W۱۳ + W۲۳.

تک تک کار مجموع برابر کل کار کنند، عمل مستقل طور به نیروها چنانچه شد، بیان آنچه اساس بر
ذکر پتانسیل انرژی برابر دقیقاً اجسام از مشخص پیͺربندی ͷی تولید جهت لازم کار بنابراین است. نیروها
علت همین به نیروهاست؛ برهم نهͬ اصل از گرانش پیروی معلول قضیه این است. (۱۶ .۱۳) معادله در شده

هستیم. کل پتانسیل انرژی عنوان به اجسام از جفت دو هر بین پتانسیل̞ انرژی کردن جمع به مجاز ما
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نقطه ای. جرم ͷی بر وسیع بی نهایت و جرم دار صفحه ای توسط تولیدشده C گرانشͬ میدان .۵ .۱۳ ���
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توزیع با رابطه در اینجا به تا ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را جرم توزیع از ناشͬ گرانشͬ میدان اکنون
ناشͬ نیروهای محاسبه پس کرده ایم، بحث ذرات با ارتباط در و نیاورده ایم میان به چندانͬ سخن اجرام
جرم دار صفحه ی ͷی از ناشͬ گرانش نیروی باید ابتدا بود. خواهد جذّاب اجرام از گسترده مجموعه ای از
جرم بر وارد صفحه، ͷی از حاصل گرانش نیروی کنیم. محاسبه را نقطه ای جرم ͷی بر وارد وسیع بی نهایت
صفحه تا مذکور نقطه فاصله ی کنید فرض بود. خواهد صفحه سمت به بدیهتاً  (۵ .۱۳ (شͺل P نقطه ی در
توسط شده تولید dC ͷکوچ میدان صورت این در باشد. µ برابر و ثابت جرم سطحͬ چͽالͬ و a برابر
است). P به صفحه نقطه نزدیͷ ترین O) چیست؟ O نقطه از ρ + dρ و ρ بین فاصله ی در واقع dm جرم
محاسبه از پس ͬ دانیم م ما و است r راستای در میدان این است. dC = −G(dmr/r۳) صورت به پاسخ

است: زیر صورت به dC میدان x مؤلفه ͬ ماند. م باقͬ آن ها x مؤلفه تنها ها dC مجموع

dCx = −G
dm rx

r۳ = −G
dm a

r۳ .

بنابراین داشت. خواهند برابری dCx میدان اند، شده واقع P از r یͺسان فاصله در که هایی dm تمامͬ
مساحت ۲πρdρ) dm = µ۲πρdρ بنویسیم: ρ + dρ و ρ بین حلقه ای روی های dm برای ͬ توانیم م

داشت خواهیم نتیجه در است). dρ ≪ ρ شرط با ،dρ عرض و ρ شعاع به حلقه ای

dCx = −Gµ۲πρ
dρ a

r۳ .

نوشت ͬ توان م فلذا .ρdρ = rdr و r۲ = ρ۲ + a۲ ͬ دانیم م

Cx = −۲πGµa
∫ ∞

a

dr

r۲ = −۲πGµa
(۱

a
− ۱

∞

)
= −۲πGµ. (۱۷ .۱۳)

مرتکب اشتباهͬ آیا چرا؟ اما است! a فاصله از مستقل نیرو که ͬ کنیم م مشاهده انگیزی اعجاب نحو به
سطح به هرچه نه! اما شود؛ ضعیف تر ͬ بایست م نیرو شدن دور اثر در کنید تصور است ممͺن شده ایم؟
مقدار بͽیریم، فاصله آن از هرچه و ͬ گیرد م قرار نامطلوب زاویه ای در جرم از بیشتری بخش می شویم، نزدیͷ تر
بخش مؤثرترین فواصل همه در ͬ گیرد. م قرار جاذبه برقراری منظور به مناسب زاویه ای در سطح از بیشتری
عکس صورت به نیرو سطح، از شدن دور هنگام شده. واقع مخروط ͷی درون که است قسمتͬ آن صفحه،
این و ͬ گنجد م سطح از بیشتری مقدار برابر، زاویه ای با و مشابه مخروطͬ در اما ͬ یابد، م کاهش مجذور
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بار. یا جرم از نازکͬ کروی پوسته ی .۶ .۱۳ ���

دیفرانسیل سهم کنیم؛ دقیق تر را خود تحلیل ͬ توانیم م است! فاصله مربع با متناسب درست سطح افزایش
گرانش نیروی قدرت و مخروط درون جرم تغییرات که چرا است فاصله از مستقل دلخواه، مخروط هر
جهت ͬ رویم م صفحه دیͽر سمت به که هنگامͬ زیرا نیست، ثابت واقعاً نیرو البته یͺدیͽرند. ͬ کننده خنث

ͬ شود. م قرینه نیرو

یͺنواخت طور به که صفحه ͷی اگر کرده ایم. حل نیز را ͷتروستاتیͺال مسأله ͷی غیرمستقیم طور به ما
برابر سطح از خارج نقطه ای در ͬͺتریͺال میدان باشیم، داشته اختیار در است شده باردار σ بار چͽالͬ با
داخل به رو بودن منفͬ صورت در و بیرون به رو سطح، بار بودن مثبت صورت در آن جهت .σ/۲ϵ۰ با است
در ۱/۴πϵ۰ نقش مشابه دقیقاً گرانش در −G نقش که یادآوریم به است کافͬ امر این اثبات برای است.

است. الͺتریسیته

باردار −σ بار چͽالͬ با دیͽری و +σ بار چͽالͬ با ͬͺی که داریم اختیار در صفحه دو کنید فرض
از خارج بود؟ خواهد صورت چه به میدان دهیم قرار یͺدیͽر از D فاصله در را صفحه دو اگر شده است.
که آنجا از بود. خواهد دافع دیͽری و جاذب ͬͺی میدان زیرا چرا؟ ولͬ است. صفر برابر میدان صفحه دو
بزرگͬ صفحه دو بین در اما کرد! خواهند خنثͬ را یͺدیͽر اثر میدان دو است، فاصله از مستقل نیرو بزرگͬ
صفحه به مثبت صفحه از آن جهت و است (E = σ/ϵ۰) آن ها از ͷی هر میدان بزرگͬ برابر دو دقیقاً میدان

بود. خواهد منفͬ

زمین گرانش نیروی محاسبه هنگام ͬ رسیم. م بخش این مسأله هیجان  انگیز ترین و مهم ترین به اکنون
صحت است. شده متمرکز آن مرکز در زمین جرم تمامͬ که کرده ایم فرض همیشه آن، از بیرون یا سطح روی
ͷنزدی ما به بسیار آن جرم از بخشͬ هستیم زمین سطح ͬͺنزدی در که وقتͬ زیرا است؛ تردید مورد فرض این
لحاظ را آثار این تمامͬ که هنگامͬ دارد. قرار ما از دوری فاصله در جرم از دیͽری بخش که حالͬ در است،
حالتͬ برابر درست معجزه آسایی طور به نیروها این برآیند که ͬ کنیم م مشاهده ͬ کنیم، م جمع یͺدیͽر با و کرده

شود! واقع آن مرکز در زمین جرم همه که است

کروی پوسته ͷی برای ابتدا را حͺم این کنیم. اثبات را معجزه آسا قضیه این صحت داریم قصد اکنون
در واقع ،m′ جرم پتانسیل انرژی باشد. m برابر پوسته جرم کنید فرض ͬ کنیم. م اثبات یͺنواخت نازک
m جرم تمامͬ که حالتͬ با پاسخ ͬ دهیم م نشان سپس ،(۶ .۱۳ (شͺل کرده محاسبه را کره مرکز از R فاصله
لازم دیͽر زیرا است،  میدان از آسان تر مراتب به پتانسیل انرژی با (کار است یͺسان شود واقع آن مرکز در
مرکز فاصله اگر کنیم). جمع یͺدیͽر با را قطعات تمام پتانسیل انرژی است کافͬ باشیم؛ زوایا نگران نیست
و دارد قرار P نقطه از r یͺسان فاصله در dx قطعه بر واقع جرم کل بنامیم، x را سطح از معینͬ بخش تا
گرفته قرار dx ͷکوچ قطعه در جرم مقدار چه است. −Gm′dm/r برابر حلقه این از ناشͬ پتانسیل انرژی
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است: محاسبه قابل زیر صورت به نوار این در واقع جرم است؟

dm = ۲πyµ ds = ۲πyµ dx

sin θ
= ۲πyµ dx a

y
= ۲πaµ dx,

که است کلͬ قانون ͷی (این است کروی پوسته ی جرم سطحͬ چͽالͬ برابر µ = m/۴πa۲ آن در که
صورت به dm از ناشͬ پتانسیل انرژی بنابراین است). آن ضخامت با متناسب کره، از بخشͬ سطح مساحت

بود: خواهد زیر

dW = −Gm′ dm

r
= −Gm′۲πaµ dx

r
.

ͬ دانیم م
r۲ = y۲ + (R − x)۲ = y۲ + x۲ + R۲ − ۲Rx

= a۲ + R۲ − ۲Rx.

نتیجه در
۲r dr = −۲R dx

یا
dx

r
= −dr

R
.

بنابراین

dW = Gm′۲πaµ dr

R
,

همچنین

W = Gm′۲πaµ

R

∫ R−a

R+a
dr

= −Gm′۲πaµ

R
۲a = −Gm′(۴πa۲µ)

R

= −Gm′m

R
. (۱۸ .۱۳)

را آن  جرم تمامͬ که است حالتͬ با برابر نازک کروی پوسته ͷی از خارج m′ جرم پتانسیل انرژی بنابراین
پتانسیل انرژی که پنداشت کروی پوسته های از مجموعه ای ͬ توان م را زمین کنیم. فرض مرکزش بر متمرکز
جرم به آن ها همه جمع کردن با دارد. بستگͬ مرکزشان از نظر مورد جسم فاصله  و جرم به تنها آن ها از حاصل
کرده ایم. فرض مرکزش بر واقع را جرمش تمامͬ که است حالتͬ مشابه زمین رفتار فلذا ͬ یابیم؛ م دست کل
اما مشابه محاسباتͬ باید است. توجه قابل نیز باشد گرفته قرار پوسته درون ما نظر مورد نقطه که حالتͬ
بدست را ها r تفاضل گذشته مثل باید حالت این در دهیم. انجام شده واقع پوسته درون P اینکه فرض با
بیان به مرکز. از فاصله برابر دو قرینه یا a − R − (a + R) = −۲R داشت خواهیم بار این اما آوریم
این به انرژی مͺان. از مستقل و R از مستقل بود، خواهد W = −Gm′m/a صورت به بار این W دیͽر
هیچ می ͺنیم، حرکت کره درون که هنگامͬ نتیجه در ندارد؛ بستگͬ هستیم نقطه کدام در کره درون ما که
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باشید که کجا هر در باشد، یͺسان جا همه در پتانسیل انرژی که هنگامͬ بود. نخواهد کار در کاری و نیرو
آن مقدار و است آن از بیرون نیرو ندارد. وجود نیرویی پوسته درون بنابراین کرد. نخواهید حس نیرویی

شده ایم. متصور کره مرکز در را جرم کل که است حالتͬ مشابه
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