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۱۱ فصل

بردارها۱

ͷفیزی در تقارن ها ۱ .۱۱
معنای در ͷفیزی در «تقارن» کلمه پرداخت. خواهیم ͷفیزی قوانین در تقارن ها موضوع به ما بخش این در
است، متقارن چیزی ͬ گوییم م وقتͬ کنیم. تعریف درستͬ به را آن است لازم و ͬ شود م گرفته کار به خاصͬ
طرف ͷی که است این آن معنای داریم متقارن تصویر ͷی وقتͬ مثال برای چیست؟ کلمه این از ما منظور
ͷی» است: کرده ارائه تقارن معنای از را تعریف این وایل۲ͬ هرمان پروفسور است. آن دیͽر طرف شبیه آن
به اگر مثلا́ شود». خودش شبیه دقیقا خاص عملیات ͷی تحت گرفتن قرار از بعد اگر است متقارن موجود
شبیه بچرخانیم، قائم محور حول درجه ۱۸۰ اندازه به آنها بعد و کنیم نگاه دارد سمتͬ تقارن که گلدان ͷی
این چارچوب در و بود خواهد وایلͬ تعریف از عام تر تقارن از ما تعریف بود. خواهد چرخش از قبل حالت

پرداخت. خواهیم ͷفیزی قوانین در تقارن ها بررسͬ به جدید تعریف
تعداد با پیچیده ماشین ͷی مثلا́ داده ایم، قرار ͬͺفیزی سیستم ͷی خاص مͺان ͷی در که کنید فرض
است موجود بینشان که نیروهایی با مͺان آن در که توپ هایی یا ساخته ایم پیچیده برهمͺنش های زیادی
کاملا́ ͬͺفیزی سیستم ͷی دیͽر جایی در کنید فرض حال دیͽری. مثال هر یا هستند جست وخیز حال در
تنها و فضایی جهت گیری همان با و اندازه همان به اجزاء، همان با دقیقاً ساخته ایم. قبلͬ سیستم به مشابه
شرایط با را ماشین دو هر اگر حالا شده اند. داده انتقال یͺسان اندازه های با اجزاء همه ی که تفاوت این با
خواهند یͺسانͬ کاملا́ رفتار ماشین دو هر آیا که است آن مطرح شده سوال کنیم، راه اندازی یͺسان اولیه ی
اگر مثال برای است! منفͬ جواب طبیعتاً کرد؟ خواهند رفتار یͺدیͽر مانند دقیقاً لحظه هر در و داشت؟
اتاق دیواره های با ماشین برهمͺنش است ممͺن کنیم، منتقل بسته اتاقک ͷی داخل به را ماشین ها از ͬͺی

کند. ایجاد اختلال ماشین عملͺرد در
توضیح را واقعͬ مسئله های بتوانیم آن ها وسیله ی به که ͬ کنیم م معرفͬ این برای را ͬͺفیزی مفاهیم ما
وقتͬ که بدانیم باید ما باشند. معنا بدون و محض ریاضیاتͬ موجودات ایده ها این که نیست این طور بدهیم.
ͬ زنیم. م حرف چیزی چه از دقیقاًً ͬ کنیم، م صحبت متفاوت مͺان دو در دستگاه دو عملͺرد یͺسانͬ درباره
عملͺرد به ͬ کنیم م فکر که را آنچه هر ما که است معنا این به دیͽر مͺان به مͺان ͷی از دستگاه انتقال واقع در
نیستند، یͺسان دستگاه دو عملͺرد که دادند نشان ما مشاهدات اگر ͬ کنیم. م جابه جا است، مربوط دستگاه
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بردارها .۱۱ فصل

جا که نکردیم پیدا چیزی اگر اما کرده ایم؛ فراموش انتقال حین در را چیزی میان این در که است این معنایش
دستگاه ͷی کردن جابه جا و ͬ باشند م انتقالͬ تقارن فاقد ͷفیزی قوانین که کنیم ادعا باید آن گاه باشد، مانده
تقارنͬ چنین دارای ͷفیزی قوانین که بدانیم اگر دیͽر طرف از اما ͬ شود. م آن رفتار در تغییر باعث ͬͺفیزی
این مثال برای است. شده دستگاه درست عملͺرد مانع که بیابیم را بیرونͬ عاملͬ داریم توقع آنگاه هستند،
اساسͬ سوال واقع در باشد. آن عملͺرد در تغییر و دستگاه بدنه به خارجͬ دیوار ͷی فشار ͬ تواند م عامل
خارجͬ نیروی هیچ آن که شرط به کنیم، تعریف خوبی به را مسئله در درگیر عوامل همه ما اگر که است آن
منتقل دیͽر مͺان به مͺان ͷی از دقیق و کامل به طور اجزا همه نهایت در و نشود وارد دستگاه به مؤثری

کرد؟ خواهد کار قبلͬ روال همان با دستگاه آیا ماند؟ خواهند باقͬ یͺسان ͬͺفیزی قوانین آیا شوند،
نیست، دارد وجود دنیا در که آن چه همه ی انتقال بدهیم انجام ͬ خواهیم م ما آن چه که است مشخص
سیاره ها و ستاره ها اگرهمه ی که چرا هستند، سیستم خود مؤثر و اصلͬ قسمت های ͬ یابد م انتقال آن چه بلͺه
برگشته ایم، اول مͺان به گویی کار این با که آن جا از کنیم، جابه جا اندازه ͷی به را دیͽر چیزهای همه ی و
درباره هوشمندی کمͬ مقدار دادن به خرج با عمل در اما افتاد. نخواهد خاصͬ اتفاق هیچ بدیهͬ به طور
دیͽر عبارت به کرد. خواهد کار قبل مانند درست ما دستگاه کنیم، جابه جا ͬ خواهیم م که چیزهایی انتخاب
را خارجͬ نیروهای منشا اگر بͽذارد، تاثیر سیستم رفتار روی بر دیواره های که نشویم اتاق ͷی وارد اگر
دستگاه آن گاه شوند، جابه جا دستگاه شدن جابه جا ترتیب همان به نیروها آن که کنیم عمل طوری و بدانیم،

ͬ کرده است. م کار قبلͬ محل در که کرد خواهد کار ترتیبی همان به دقیقاً جدید مͺان در

انتقال ها ۲ .۱۱
در ͬ کنیم. م محدود داریم کافͬ اطلاعات آن درباره که ͷانیͺم حوزه به را خود تحلیل های بخش این در ما

ͬ شوند م بیان زیر معادله ی سه به وسیله ی ذره هر برای ͬͺانیͺم قوانین که دیدیم قبل فصل

m(d۲x/dt۲) = Fx, m(d۲y/dt۲) = Fy, m(d۲z/dt۲) = Fz. (۱ .۱۱)

و z ،y ،x متعامد مختصه های بتوانیم آن به وسیله  ی تا دارد وجود راهͬ که آن اند بیان گر معادلات این
به باشند. صحیح بالا معادلات که کنیم اندازه گیری طوری را آن ها متناظر راستاهای در موجود نیروهای
تمام کجاست؟ مبدأ این که است این سوال اما شوند اندازه گیری مبدأ ͷی از باید نیروها این دیͽر عبارت
اندازه گیری هایمان ͬ توانیم م ما که دارد وجود مبدائͬ که است این ͬ گوید م ما به اول قدم در نیوتن که چیزی
اما باشند؛ درست قانون سه این خودمان کهͺشان مرکز در جایی شاید دهیم، انجام مبداء آن به نسبت را
را دیͽری مبداء اگر که چرا بود نخواهیم مبداء این کردن پیدا به قادر هیچ وقت ما که داد نشان ͬ توان م سریعاً
مسئله، بهتر درک برای آمد. نخواهند به دست ͬͺفیزی نتایج در تفاوتͬ کنیم، انتخاب اندازه گیری ها این برای
تصور را متفاوت مبدائͬ و مشابه سیستمͬ با مراد و مشخص مبدائͬ با جواد نام های با شخص دو بیاید
(معمولا˟ ͬ کند م گزارش را y و x اعداد کند، اندازه گیری را فضا از نقطه ͷی مختصات جواد اگر حالا کنیم.
همان مراد وقتͬ که درحالͬ ͬ کنیم)، م چشم پوشͬ z مؤلفه از شͺل ها و نمودارها رسم شدن سخت به خاطر
مختصات بین شدن قائل تمایز (برای کرد. خواهد گزارش را متفاوتͬ y و x ͬ گیرد، م اندازه فضا در را نقطه
راحتͬ برای ادامه در ͬ کنیم.) م استفاده y′ و x′ نمادهای از مراد مختصات دادن نشان برای مراد، و جواد

داشت: خواهیم بنابراین هستند. یͺسان جواد و مراد برای پرایم y′ و y ͬ کنیم م فرض



انتقال ها .۲ .۱۱

جواد مراد

a x′

x x x′

y y′

موازی مختصات دستگاه دو :۱ .۱۱ شͺل

x′ = x− a, y′ = y, z′ = z. (۲ .۱۱)

نیروها اندازه گیری در تاثیری چه مبداء انتخاب اختلاف این بدانیم است لازم تحلیل مان تکمیل برای حالا
ما منظور و ͬ کند م عمل مشخص راستای ͷی امتداد در نیرو این طبیعͬ به طور گذاشت. خواهد مراد برای
به صورت و ͬ کند م اثر x راستای در مؤثر به طور که نیروهاست برآیند از بخشͬ آن ،x راستای در نیرو از
و نیرو بین زاویه ی θ زاویه ی که ͬ شود م مشخص θ زاویه ی کسینوس ضربدر نیرو اندازه ی با ریاضیاتͬ
استفاده جواد که ͬ کند م استفاده معادلاتͬ همان از دقیقاً مراد که داد نشان ͬ توان م اکنون است. x راستای

داد: خواهیم نشان بنابراین است. کرده

Fx′ = Fx, Fy′ = Fy, Fz′ = Fz. (۳ .۱۱)

برقرارند. جواد و مراد توسط شده اندازه گیری معادلات بین که هستند روابطͬ این ها
به را معادلات این هم مراد جواد، برای نیوتن معادلات برقراری فرض با که است این سوال حالا
برای متفاوت مبداءهای انتخاب آیا دیͽر، عبارت به یا دید؟ خواهد صادقند جواد برای که صورتͬ همان
اگر که است این سوال ریاضیاتͬ، بیان به آورد؟ خواهند وجود به نیوتن معادلات در تغییری اندازه گیری ها،
آیا بدهند، ما به را پارامترها بین رابطه ی (۲ .۱۱) و (۲ .۱۱) معادلات و باشند صحیح (۱ .۱۱) معادلات

خیر؟ یا بود خواهند صحیح زیر معادلات

(a) m(d۲x′/dt۲) = Fx′ ,

(b) m(d۲y′/dt۲) = Fy′ ,

(ⅽ) m(d۲z′/dt۲) = Fz′ .

(۴ .۱۱)

بود: خواهد اول مشتق بͽیریم. مشتق زمان به نسبت x′ از مرتبه دو باید مسئله این کردن تست برای

dx′

dt
=

d

dt
(x− a) =

dx

dt
− da

dt
.

ثابت ͷی a بنابراین ͬ کند، نم حرکت جواد به نسبت و است ثابت مراد اندازه گیری های مبداء اینکه فرض با و
داشت: خواهیم بنابراین و بود خواهد صفر آن زمانͬ مشتق و است

dx′/dt = dx/dt
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داد: خواهد نتیجه مسئله همین و
d۲x′/dt۲ = d۲x/dt۲;

معادله ی از که آنجایی از و
m(d۲x/dt۲) = Fx′ .

شتاب ضرب نتیجه ی بنابراین باشد)، یͺسان جواد و مراد توسط شده اندازه گیری جرم های اینکه فرض با (و
F ′(x) برای رابطه ͷی این جا در ما ترتیب این به بود. خواهد برابر نفر دو هر توسط شده اندازه گیری جرم در

داشت: خواهیم (۱ .۱۱) در (۴ .۱۱) معادله ی صدق با حال آورده ایم. به دست

Fx′ = Fx.

در و بود خواهند یͺسان جواد توسط آمده به دست معادلات با ͬ آورد م به دست مراد که معادلاتͬ بنابراین
روش که معناست بدان مسئله این بود. خواهند صادق هم مراد مختصات دستگاه در نیوتن معادلات نتیجه
مبداءهای انتخاب از مستقل نیوتن معادلات و ندارد وجود جهان اندازه گیری های مبداء تعیین برای یͺتایی

هستند. اندازه گیری
در آن عملͺرد با فضا از مشخص نقطه در ماشین ͷی عملͺرد یͺسانͬ ادعای صحت ترتیب این به
در بررسͬ مورد دستگاه بر که معادلاتͬ قبلͬ، استدلالات به توجه با که چرا شد. خواهد اثبات دیͽر نقطه
و حاکم اند جواد مͺان در شده بررسͬ دستگاه بر که هستند معادلاتͬ همان دقیقاً است حاکم مراد مͺان
ͷی کردن جابه جا که ادعا این اثبات بنابراین هستند. دستگاه دو عملͺرد یͺسانͬ معنای به معادلات یͺسانͬ
با نیوتن معادلات که گرفت صورت واقعیت این به توجه با ͬ گذارد نم آن عملͺرد در تاثیری فضا در دستگاه
تحت ͷفیزی معادلات که ͬ گوییم م دلیل همین به و ͬ شوند نم عوض فضا در محاسبات مبداء شدن جابه جا
دستگاه شدن جابه جا با قوانین که است آن معنای به این جا در بودن متقارن و هستند متقارن انتقال تبدیلات
مشاهده ی اما است سازگار ما شهود با خوبی حدود تا موضوع این چند هر ͬ کنند. نم تغییر ما مختصات

دارد. را خود جذابیت های هم مسئله این دهنده توضیح ریاضͬ استدلال

دʿوران ها ۳ .۱۱
قوانین آن ها برای که است پیچیده تری تبدیل های بررسͬ برای ما اول قدم قبل بخش در شده بررسͬ مسئله ی
هم مختصات پایه های جهت تغییر دهیم نشان که است آن ما بعدی قدم ͬ مانند. م باقͬ تغییر بدون ͬͺفیزی
کار به مشخص مͺان ͷی در را ماشین ͷی ما اگر دیͽر عبارت به ͬ کنند. نم ایجاد ما قوانین در تغییری
کار به اول دستگاه به نسبت دیͽر زاویه ای با را دیͽر مشابه دستگاه ͷی آن به ͷنزدی مͺانͬ در و بیندازیم
ساعت دستگاه این مثال برای اگر که است بدیهͬ داشت؟ خواهند یͺسانͬ رفتار دستگاه دو این آیا بیندازیم،
قرار قائم و مستقیم حالت در آونگͬ دیواری ساعت ͷی اگه بود! نخواهد اینطور باشد پدربزرگتان دیواری
روی آن پاندول که به طوری کنیم کج سمت ͷی به را ساعت اگر اما کرد خواهد کار درستͬ به باشد داشته
را زمین ما اگر حالت این در کرد. نخواهد کار دیͽر ساعت بͽیرد، قرار ساعت کناری دیواره های از ͬͺی
به اگر وضعیت این در بود. نخواهد درست ما ادعای نگیریم، نظر در ساعت رفتار در مؤثر عامل عنوان به
زد: ساعت مسئله ی درباره مهم حدس ͷی ͬ توان م داریم، اعتقاد ͬͺفیزی قوانین در دورانͬ تقارن صحت
خارج در چیزی دارد. دخالت آن عملͺرد در هم دیͽری چیزی ساعت، داخلͬ ͬͺانیͺم ساختار کنار در
به جایی در ما ساعت احتمالا˟ که زد حدس ͬ توان م دیͽر طرف از کنم. پیدا را آن باید که ساعت خود از
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θ
x cos θ

y sin θ

۰ A x

(جواد)

B

Q

(x, y)
P

(x′, y′)

x′
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متفاوت زاویه ای جهت گیری دو با مختصات دستگاه دو :۲ .۱۱ شͺل

ساعت ͷی که ͬ دانیم م به علاوه کرد. نخواهد کار دیͽر باشد) زمین شاید (که ناشناخته منبع این از دور
بر مؤثری نیروی هیچ وضعیت آن در که چرا ͬ کند، نم کار زمین از دور به و ماهواره ͷی روی بر پاندول دار
نسبت آن حرکت آهنگ داده ایم، قرار مریخ روی بر را ساعت که هنگامͬ دیͽر، حالتͬ در و ͬ شود نم وارد آن
به مؤثری عامل وجود درباره را ما ادعای مثال ها این بود. خواهد متفاوت زمین روی بر حرکتش آهنگ به
پیدا را عامل این وقتͬ ͬ دهد. م نشان است مؤثر آن ͬͺفیزی رفتار در که ساعت خود داخلͬ ساختار از غیر
زمین ͬ زدیم م حدس (که هم را آن است لازم ساعت کردن کار درست برای که یافت درخواهیم کردیم،
چند کافیست صرفاً باشیم. مسئله این نگران تا نیست لازم هم خیلͬ دهیم. دوران ساعت با همراه باشد)
قبل مثل و ͬ گیرد م قرار قبلͬ موقعیت در زمین به نسبت ساعت سپس و بچرخد زمین تا کنیم صبر لحظه ای
به ͬ شوند. م عوض بدیهͬ به طور هم زوایا فضا در ما چرخیدن با ͬ کند! م کردن کار به شروع مشͺل بدون
از ما وضعیت جدید، حالت در که چرا نیست دردسرسازی مسئله ی آن چنان ما برای تغییر این ͬ رسد م نظر
آنچه که چرا کند؛ سردرگم بسیار را ما ͬ تواند م اتفاق این داشت. نخواهد قبلͬ وضعیت با فرقͬ ͬͺفیزی نظر
اینکه نه یͺسانند، دوران از بعد و قبل در ͬͺفیزی قوانین که است مسئله این است درست ͬͺفیزی نظر از
دهیم انجام دقیق آزمایش های ما اگر یͺسانند. چرخش درحال سیستم ͷی و ساکن سیستم ͷی برای قوانین
است. چرخیده قبلͬ) حالت به (نسبت زمین آن که نه است، چرخیدن حال در زمین که کنیم ادعا ͬ توانیم م
این بͽوییم ͬ توانیم م اما کنیم، مشخص یͺتا به صورت را آن دورانͬ مختصات ͬ توانیم نم ما دیͽر، عبارت به

هستند. شدن عوض حال در مختصات
بیایید کنیم. بررسͬ ͬͺفیزی قوانین روی بر را زاویه ای مختصات جهت گیری تاثیر ͬ خواهیم م حال
انجام مختصات دستگاه انتقال در مراد و جواد با که ͬ ای قبل بازی آیا که بزنیم حرف موضوع این درباره ی
فرض و ͬ کنیم م صرف نظر غیرضروری ͬ های پیچیدگ از بار این خیر. یا است کارگر هم دوران مورد در دادیم
را مختصات مبداء ͬ توانیم م که دادیم نشان قبلا́ باشد (یادمان دارند یͺسانͬ مبداءهای مراد و جواد ͬ کنیم م
θ اندازه به مراد مختصات محور کنید فرض ندهد). رخ خاصͬ اتفاق هیچ و کنیم جابه جا انتقال به وسیله ی
داده نشان ۲ .۱۱ شͺل در مختصات دستگاه دو این است. شده داده دوران جواد مختصات به نسبت درجه
در فضا در P دلخواه نقطه ی ͷی شده اند. محدود بعدی دو مختصات دستگاه های به این جا در که شده اند
باشد. (x′, y′) مختصات دارای مراد دستگاه در و (x, y) مختصات دارای جواد دستگاه در که بͽیرید نظر
به طور خط چهار ابتدا در کار این برای بنویسیم. θ و y و x حسب بر را y′ و x′ ͬ کنیم م سعͬ قبل حالت مانند
در دقت با ͬ نماییم. م رسم PQ بر عمود را AB و ͬ کنیم م رسم موجود محور چهار هر به P نقطه از عمود
دو تفاضل به صورت را y′ و x′ راستای در طول دو جمع به صورت را x′ ͬ توانیم م که فهمید خواهیم شͺل
شده اند مشخص (۵ .۱۱) معادلات در θ و y ،x برحسب طول ها این همه ی بنویسیم. AB راستای در طول
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سیستم دو در نیرو مؤلفه های :۳ .۱۱ شͺل

کرده ایم. اضافه سوم بعد رابطه ی دادن نمایش برای هم را سوم معادله ی ما و

x′ = x cos θ + y sin θ,

y′ = y cos θ − x sin θ,

z′ = z.

(۵ .۱۱)

تحلیل را ناظر دو توسط شده مشاهده نیروهای میان رابطه ی قبلͬ، روش از استفاده با که است آن بعدی قدم
مؤلفه ی دو به را آن قبل از که F نیروی ͷی جواد منظر از که کنیم فرض بیاید ،۲ .۱۱ شͺل به باتوجه کنیم.
فرض راحتͬ برای ͬ شود. م وارد دارد قرار P مͺان در که m جرم به جسم ͷی به کرده ایم، تجزیه Fy و Fx

شود. جابه جا P نقطه به مبداء ۳ .۱۱ شͺل مانند که کنیم جابه جا طوری را مختصات دستگاه دو هر کنید
y′ و x′ راستای دو هر در Fx ͬ بیند. م Fy′ و Fx′ به صورت خودش دستگاه در را F نیروی مؤلفه های مراد
این ما Fxy و Fx برحسب Fx′ نمایش برای برای ترتیب. همین به هم Fx مشابه به طور است. مؤلفه دارای
Fxy و Fx برحسب Fy′ برای را کار همین مشابه به طور و ͬ کنیم م جمع هم با x′ راستای در را مؤلفه دو

بود. خواهند زیر صورت به نتایح ͬ دهیم. م انجام

Fx′ = Fx cos θ + Fy sin θ,

Fy′ = Fy cos θ − Fx sin θ,

Fz′ = Fz .

(۶ .۱۱)

و P مؤلفه های برای ترتیب به (۶ .۱۱) و (۵ .۱۱) که کنیم اشاره مهم نکته ی این به تا است لازم این جا در
ͬ شوند. م داده نمایش یͺتا صورت به F مؤلفه های

(۱ .۱۱) معادله ی به وسیله ی و باشند درست جواد دستگاه در نیوتن معادلات که ͬ کنیم م فرض قبل مانند
آیا و کند استفاده نیوتن معادلات از ͬ تواند م هم مراد آیا که است آن قبل مانند سؤال شوند. داده نمایش
کنیم فرض اگر دیͽر عبارت به است؟ صادق هم او چرخیده ی مختصات دستگاه برای نیوتن معادلات
عبارات آیا ͬ دهند، م نشان به درستͬ را شده اندازه گیری کمیت های بین رابطه ی (۶ .۱۱) و (۵ .۱۱) معادلات

صادقند؟ نیز زیر

m(d۲x′/dt۲) = Fx′ ,

m(d۲y′/dt۲) = Fy′ ,

m(d۲z′/dt۲) = Fz′ .

(۷ .۱۱)
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مقایسه هم با را نتایج و ͬ کنیم م محاسبه مستقل طور به را معادلات طرفین تساوی، این کردن ͷچ برای
بودن ثابت فرض با و ͬ کنیم م ضرب m در را (۵ .۱۱) معادلات راست، سمت محاسبه کردن برای ͬ کنیم. م

ͬ گیریم. م مشتق (۵ .۱۱) معادله از زمان به نسبت بار دو ،θ

m(d۲x′/dt۲) = m(d۲x/dt۲) cos θ +m(d۲y/dt۲) sin θ,

m(d۲y′/dt۲) = m(d۲y/dt۲) cos θ −m(d۲x/dt۲) sin θ,

m(d۲z′/dt۲) = m(d۲z/dt۲).

(۸ .۱۱)

نتیجه ͬ آوریم. م به دست (۶ .۱۱) در (۱ .۱۱) معادلات در جای گذاری با را (۷ .۱۱) معادلات راست سمت
است: زیر به صورت

Fx′ = m(d۲x/dt۲) cos θ +m(d۲y/dt۲) sin θ,

Fy′ = m(d۲y/dt۲) cos θ −m(d۲x/dt۲) sin θ,

Fz′ = m(d۲z/dt۲).

(۹ .۱۱)

که رسیدیم نتیجه بدین پس هستند ͬͺی (۹ .۱۱) و (۸ .۱۱) معادلات راست سمت باشد! حواستان
صادقند. هم یافته دوران دیͽر دستگاه هر در باشند، صادق مختصات دستگاه ͷی در نیوتن معادلات اگر
اول دارد. مشخصͬ پیامدهای شد، اثبات محورها دوران و انتقال حالت دو هر برای اکنون که نتیجه ای
برای ͬ توان م هرچند باشد، داشته را مختصاتش دستگاه بودن منحصربه فرد ادعای ͬ تواند نم هیچ کس آنکه
را گرانش معمولا˟ مثال برای کرد. انتخاب را خاصͬ دستگاه های مشخص مسئله های در محاسبات راحتͬ
اگر دوم، ندارد. ͬͺفیزی ضرورت کار این هرچند ͬ کنیم، م فرض مختصات محورهای از ͬͺی راستای در
ندارد، بیرونͬ ͬͺفیزی عامل هیچ به احتیاجͬ کردن کار برای و است کامل ͬͺفیزی نظر از که را مجموعه ͷی

آمد. نخواهد به وجود آن ͬͺفیزی رفتار در تغییری هیچ دهیم، دوران

بردارها ۴ .۱۱
تقارن) (یا ناوردایی ویژگͬ دو هر ͬ شناسیم م الان تا که ͬ ای ͺفیزی قوانین تمامͬ بلͺه نیوتن قوانین تنها نه
آن ها مزیت از استفاده برای که هستند مهم قدری به ͬ ها ویژگ این ͬ شمارند. م محترم را دوران و انتقال تحت

است. شده گرفته به کار و ابداع به خصوص ریاضیاتͬ روش ͷی ͬͺفیزی قوانین نوشتن در
محاسبات از توجهͬ قابل مقادیر شامل پرداخت، خواهیم آن به مسئله این تحلیل برای ادامه در که مسیری
ͷی دهیم، کاهش ممͺن حد تا را کسالت بار محاسبات این جزئیات آنکه برای است. آور کسالت ریاضیاتͬ
شناخته برداری۳ تحلیل نام با که مͺانسیم این دارد. قرار دسترس در ریاضیاتͬ قدرتمند بسیار چارچوب
ͬͺفیزی سیستم های تقارن مسئله ی بررسͬ هدف با واقع در که ماست مباحث از بخش این عنوان ͬ شود م
نتایج تمامͬ توانستیم کردیم، استفاده تحلیل برای قبل بخش های در که روش هایی با است. شده آورده
دلیل آوریم. به دست راحت تر و سریع تر را نتایج که داریم دوست عمل در اما آوریم به دست را دلخواهمان

است. همین بردارها روش از ما استفاده ی
3Vector Analysis
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دو از مهم کمیت های (قاعدتاً ͬ کنیم م شروع ͬͺفیزی مهم کمیت دو خصوصیات از تعدادی به اشاره با ما
مانند کمیتͬ کمیت، اولین بͽیریم). نظر در را مورد دو همین ͬ الحساب عل بدهید اجازه اما هستند بیشتر تا
اسͺالر۴ یا و جهت بدون کمیت عادی، کمیت ͷی آن به که است کیسه ͷی داخل ͬ های سیب زمین تعداد
اهمیت اند، دارای ͷفیزی در که دیͽری کمیت های کمیت هاست. گونه این از مثال ͷی دما ͬ گوییم. م
سرعت، عدد بر علاوه است، سرعت دارای جسم ͷی وقتͬ سرعت. مثلا́ هستند. جهت دارای کمیت های
جابه جایی. و تکانه نیرو، است.هم چنین اهمیت دارای است حرکت حال در سرعت آن با جسم آن که هم جهتͬ
اما بزنیم، حرف شدنش دور میزان از ͬ توانیم م ͬ کند، م حرکت دیͽر نقطه ی ͷی به نقطه ͷی از کسͬ وقتͬ

کنیم. مشخص هم را حرکت جهت باید است، رفته کجا به دقیقاً بدانیم بخواهیم اگر
ͬ شوند. م نامیده بردار۵ فضا، در شدن جابه جا مانند دارند جهت که کمیت هایی همه ی

مبداء از که قدمͬ مثال برای فضا، در قدم ͷی کردن مشخص برای است. عدد سه شامل برداری هر
یه ͬ کند، م پیدا ادامه است (x, y, z) صورت به آن مختصات که P نقطه ی تا و ͬ شود م شروع مختصات
مشابه که کنیم معرفͬ ،r مشخص، ریاضیاتͬ نماد ͷی تا داریم قصد حال این با داریم. احتیاج عدد سه
عدد ͷی نشان دهنده ی نماد این نیست۶. کرده ایم استفاده کنون تا که ͬ ای ریاضیات نمادهای از ͷی هیچ
عدد سه این که داشت توجه باید و است. z و y ،x عدد سه نشان دهنده ی همزمان به طور واقع در نیست،
استفاده r⃗ بردار نمایش در متفاوت مختصات دستگاه ͷی از اگر دیͽر عبارت به نیستند. مشخصͬ اعداد
جای تا ͬ خواهیم م ما که آنجایی از اما شد. خواهند تبدیل z′ و y′ ،x′ جدید عدد سه به عدد سه این کنیم،
از (x′, y′, z′) و (x, y, z) سه تایی دو هر نمایش برای کنیم، استفاده ساده تری نمادگذاری های از ممͺن
کنیم، عوض را خود مختصات دستگاه اگر که است مزیت این داری کار این ͬ کنیم. م استفاده r یͺسان نماد
و بنویسیم z ،y ،x حسب بر را خود معادلات اگر دهیم. تغییر را معادلات نمادگذاری تا نیست احتیاجͬ
z′ ،y′ ،x′ جدید پارامترهای برحسب را معادلات باید دهیم تغییر نحوی به را مختصاتمان دستگاه سپس
ͷی در نماد این که قرارداد این با ͬ کنیم م استفاده r نماد از صرفاً این ها همه ازای در اما کنیم. بازنویسͬ
نمایش دهنده ی که عددی سه ͬ باشد. م z′ ،y′ ،x′ نماینده ی دیͽر دستگاه در و (x′, y′, z′) نماینده ی دستگاه
آن پایه ی بردارهای جهت در بردار ”مؤلفه۷“های هستند، مشخص مختصات دستگاه در برداری کمیت ͷی
ͬ کنیم، م استفاده نماد ͷی از عدد سه برای ما که است دلیل همین به دقیقاً ͬ شوند. م نامیده مختصات دستگاه
مختصات دستگاه های در که هستند یͺسان ͬͺفیزی موجود ͷی نمایش دهنده ی عدد سه آن واقع در که چرا
استفاده یͺسان“ ”موجود ͷی عبارت از ͬ توانیم م این جا در اینکه دلیل متفاوتند. نمایش های دارای مختلف
دستگاه از مستقل آن ماهیت که فضاست در قدم ͷی داشتن وجود واقعیت با رابطه در ما ͬͺفیزی شهود کنیم
موجود ͷی نمایش دهنده ی r⃗ نماد بنابراین ͬ کنیم. م اندازه گیری آن در را موجود این ما که است مختصاتͬ

است. کرده جهت گیری امتدادی چه در ما مختصات دستگاه اینکه گرفتن درنظر بدون است، واحد
داده نمایش عدد سه با هم آن که نیرو مانند دیͽر جهت دار ͬͺفیزی کمیت ͷی که کنید فرض حالا
ریاضیاتͬ رابطه ی ͷی تحت عدد سه این بچرخانیم، را خود مختصات دستگاه اگر که دارد وجود ͬ شود م
باید ͬ کند م تبدیل جدید عدد سه به را عدد سه این که قانونͬ ͬ شوند. م تبدیل دیͽر عدد سه به مشخص

4scalar
5vector

ͷی از معمولا˟ نویس ها درست در ͬ کنیم. م استفاده Bold درشت حروف از بردارها دادن نشان برای شده تایپ متن های ۶در

r⃗ ͬ شود م استفاده برداری ماهیت دادن نشان برای حرف آن بالای بردار
7component



برداری جبر .۵ .۱۱

کمیت ͷی مؤلفه های اگر دیͽر عبارت به باشد. (x′, y′, z′) به (x′, y′, z′) عدد سه تبدیل قانون مشابه
تبدیل فضا در قدم ͷی مؤلفه های مانند مختصات انتقال تحت ͬ شود، م داده نمایش عدد سه به که ͬͺفیزی

مانند معادله ͷی اگر نتیجه در ͬ شود. م محسوب بردار ͷی کمیت آن شوند،

F = r

م  ع  ادل  ه ی اس  ت. ص  ادق ھ م دی  ͽ  ری م  خ  ت  ص  ات دس  ت  ͽ  اه ھ ر در ب  اش  د، ص  ادق م  خ  ت  ص  ات دس  ت  ͽ  اه ͷ  ی در
اس  ت: زی  ر م  ع  ادل  ه ی س  ه ک  وت  اه ش  ده ی ن  م  ای  ش واق  ع در ب  الا ت  ͷ پ  ارام  ت  ری

Fx = x, Fy = y, Fz = z,

معادل طور به یا
Fx′ = x′, Fy′ = y′, Fz′ = z′.

که است مسئله این متضمن کرد بیان برداری معادلات قالب در را ͬͺفیزی روابط ͬ توان م که حقیقت این
ͬ شوند. نم عوض مختصات دستگاه خالص دوران تحت ͬͺفیزی کمیت های بر حاکم روابط

نیرو یا و تکانه سرعت، به ͬ توانیم م مثال عنوان به کنیم. بررسͬ را بردارها از ویژگͬ چند بیایید حالا
نشان را بردار جهت که پیͺان ͷی به وسیله ی را بردار تا است مناسب موارد از بسیاری برای کنیم. اشاره
دهیم؟ نمایش پیͺان وسیله ی به را نیرو ͷی ͬ توانیم م چرا بپرسد کسͬ است ممͺن کنیم. مشخص ͬ دهد م
در قدم ͷی” که ͬ شود م تبدیل ریاضییاتͬ روابط توسط گونه همان دقیقاً هم پیͺان ͷی که است آن جواب
از خاصͬ مقدار با برابر فضا در قدم هر که کنیم تصور اینطور ͬ توانیم م خاطر همین به ͬ شود. م تبدیل فضا“

مانند معادله ͷی ترتیب این به است. نیرو
F = kr,

به بود. خواهد معنادار معادله ی ͷی ͬ کند، م تعیین را نیرو و قدم آن میان نسبت که k بودن ثابت فرض با
انتخاب که دهیم نشان (بردارها) خط ها به وسیله ی را نیروها موارد همه ی در تا بود خواهیم قادر ترتیب این
محورهای کردن تعیین به احتیاجͬ دیͽر کشیدیم را خط ͷی که اولͬ بار که چرا است. ساده تری بسیار
دورانͬ هر تحت ͬ توانیم م راحتͬ به هندسͬ محاسبات به وسیله ی اصولͬ به طور داشت. نخواهیم مختصات

آوریم. به دست را بردار مؤلفه های

برداری جبر ۵ .۱۱
ترکیب روش اولین کنیم. بررسͬ را بردارها ترکیب بر حاکم روابط و قوانین تا است رسیده آن وقت حالا
مؤلفه های دارای مختصات دستگاه ͷی در که است بردار ͷی a که کنید فرض است: بردار دو جمع بردارها
به صورت جدید عدد سه بیایید حالا (bx, by, bz) مؤلفه های با است دیͽر برداری b و است (ax, ay, az)
را بردار ͷی هم کنار در عدد سه این آیا که بپرسیم را سؤال این و بسازیم (bx + ax, by + ay, bz + az)

هم کنار عدد سه هر است معلوم خب بیخودی! سوال عجب ͬ گویید م خودتان با احتمالا˟ ͬ دهند؟ م نشان
ͷی به تنهایی هم کنار دلخواه عدد سه هر نیست. این طور حقیقت در اما دیͽر! ͬ دهند م نشان را بردار ͷی
ͷی به منتسب باید عدد سه این باشند، بردار ͷی نشان دهنده ی عدد سه آنکه برای ͬ دهند. نم نشان را بردار
در که قوانینͬ طبق سه این بچرخانیم، را مختصات دستگاه ما وقتͬ که به صورتͬ باشند مختصات دستگاه
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بردارها جمع :۴ .۱۱ شͺل

را مختصات دستگاه اگر که است این ما سؤال واقع در بنابراین شوند. ترکیب هم با کردیم بررسͬ را آنها قبل
آن شود، تبدیل (bx′ , by′ , bz′) به (bx, by, bz) و (ax′ , ay′ , az′) به (ax, ay, az) که به صورتͬ بچرخانیم،
(bx′+ax′, by′+ay′, bz′+az′) به هم آن آیا آمد؟ خواهد (bx+ax, by+ay, bz+az) سر بر بلایی چه وقت
که است معادله هایی خانواده ی به متعلق (۵ .۱۱) معادله ی که چرا است! مثبت جواب شد؟ خواهد تبدیل
به دست را bx′ + ax′ و کنیم اعمال bx و ax به را تبدیلات آن ما اگر ͬ گوییم. م خطͬ تبدیلات آن ها به ما
a بردارهای وقتͬ ترتیب این به شد. خواهد bx′ + ax′ به هم ax + bx تبدیل یافته ی که دید خواهیم آوریم،
ⅽ نماد با را آن و ͬ سازند م جدیدی بردار که ͬ نامیم م بردار دو جمع را آن شوند ترکیب هم با معنا این به b و

ͬ کنیم: م تعریفش این طور ریاضیاتͬ صورت به و ͬ دهیم م نشان

c = a+ b.

که دید ͬ توان م مؤلفه به توجه با راحتͬ به

c = b+ a,

همچنین
a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

کرد. جمع یͺدیͽر با را بردارها ترتیبی هر با ͬ توان م که معناست این به که
صفحه ͷی روی بر راست خط دو b و a کنید فرض است؟ چͽونه بردار دو جمع هندسͬ نظر از اما
اگر است: شده داده نشان ۴ .۱۱ شͺل در موضوع این بود؟ خواهد شͺلͬ چه ⅽ وقت آن باشند. کاغذ
دید ͬ توان م شͺل مطابق کنیم، رسم هستند b و a بردارهای مؤلفه های نشان دهنده ی که را مستطیل هایی
را a بردار انتهای ͬ توانیم م دیͽر روش در کنیم. جمع b متناظر مؤلفه های با را a مؤلفه های ͬ توانیم م که
بردار همان ͬ شود م کشیده b بردار انتهای به a ابتدای از که برداری آنگاه کنیم. وصل b بردار ابتدای به
کنیم وصل a بردار ابتدای به را b بردار انتهای و دهیم انجام جابه جا را عملیات این اگر طبیعتاً است. ⅽ
شده رسم بردار هم حالت این در و بود خواهد یͺسان قبلͬ حالت با نتیجه متوازی الاضلاع ها خواص بنابر
در که است آن جالب نکته ی آمد. خواهد به دست ⅽ بردار مجدداً کنیم، a بردار انتهای به b بردار ابتدای از
را بردار دو جمع نتیجه ͬ توانیم م باشیم داشته خاصͬ مختصات دستگاه به احتیاجͬ اینکه بدون روش این

آوریم. به دست
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بردارها تفاضل :۵ .۱۱ شͺل

ما چیست؟ بردار ͷی در α مانند عدد ͷی کردن ضرب معنͬ که بزنیم حرف این درباره ی بیایید حالا
اثبات باشد. αaz و αbx ،αax صورت به مؤلفه هایش که ͬ کنیم م تعریف بردار ͷی صورت به را ضرب این

ͬ کنیم. م واگذار جان خوانندگانِ به را ͬ دهند م بردار ͷی تشͺیل واقعاً مؤلفه ها این اینکه
تعریف بردارها جمع مانند درست هم را بردار دو تفریق بزنیم. حرف بردار دو تفریق درباره ی بیایید حالا
را تفریق ͬ توانیم م ضمن در ͬ کنیم. م کم هم از را آن ها مؤلفه ها، کردن جمع جای به که تفاوت این با ͬ کنیم، م
را یͺتایی جواب روش دو هر کنیم؛ معرفͬ بردارها کردن جمع سپس و −b = −۱b بردار معرفͬ به وسیله ی
ⅾ = a−b = a+(−b) نتیجه ی شͺل این است. شده داده نشان ۵ .۱۱ شͺل در نتیجه ͬ دهند. م به دست
a+ⅾ = b آن هم ارز معادله ی به وسیله ی به راحتͬ a−b تفاضل که کنیم اشاره باید ضمناً ͬ دهد؛ م نشان v را
قبل حالت از راحت تر بسیار حالت این در هندسͬ به صورت تفاضل کردن پیدا ترتیب این به ͬ آید. م به دست
a−b بردار همان بردار این کنیم. رسم را ͬ رود م a ابتدای به b ابتدای از که برداری است کافͬ فقط است.

بود. خواهد
اگر است؟ بردار ͷی سرعت، چرا اینکه سؤال اولین زد. خواهیم حرف سرعت درباره ی بعدی قدم در
سرعت بود؟ خواهد چه سرعت گاه آن شود، داده نمایش (x, y, z) مؤلفه ای سه بردار ͷی به وسیله ی مͺان
ͷی جدید سه تایی این آیا که است این سؤال حالا و ͬ شود. م تعیین dz/dt و dy/dt ،dx/dt مؤلفه های با
تبدیل بردارها مانند dx′/dt آیا که کنیم بررسͬ ͬ توانیم م (۵ .۱۱) عبارت از گرفتن مشتق با است؟ بردار
تبدیل y و x مانند درست dy/dt و dx/dt مؤلفه های که دید خواهیم کار این انجام با نه. یا ͬ شوند م

جالب به صورت را سرعت بردار ͬ توانیم م است. بردار ͷی هم سرعت بنابراین ͬ شوند م

v = dr/dt.

ͬ توان م را ͬ آوریم م به حساب سرعت ͷی را آن چرا اینکه و است چیز چه سرعت اینکه کنیم. تعریف
! ∆r جواب: ͬ کند؟ م طͬ را مͺانͬ چه ∆t کوتاه زمانͬ بازه ی در ذره ͷی داد. توضیح نیز شهودی به صورت
δr = r۲−r۱ مͺان دو این بین تفاضل آنجا، دیͽر زمان در و باشد این جا لحظه ͷی در ذره ͷی اگر بنابراین
میانگین سرعت ∆t = t۲ − t۱ حرکت زمانͬ بازه بر تقسیم است، حرکت جهت ۶ .۱۱ شͺل به توجه با که

ͬ شود. م تعریف
ͬ کند. م میل ۰ سمت به ∆t وقتͬ بالاست عبارت حد سرعت، بردار از ما منظور دیͽر، بیان در

v = lim
∆t→۰

(∆r/∆t) = dr/dt. (۱۰ .۱۱)

این طرفͬ از است. آمده به دست بردار دو تفاضل از اینکه برای است، بردار ͷی سرعت ترتیب این به
در هستند. dz/dt و dy/dt ،dx/dt مؤلفه هایش که چرا است سرعت برای مناسب تعریف ͷی تعریف
تولید جدید بردار ͷی زمان بر جابه جایی بردار تقسیم که ͬ رسیم م نتیجه این به بحث این از ما حقیقت
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∆r = r۲ − r۱

.∆t = t۲ − t۱ کوتاه زمانͬ فاصله ی در ذره ͷی جابه جایی :۶ .۱۱ شͺل

ͷی در ضرب به وسیله ی ͬͺی داریم. بردارها ساختن برای مختلفͬ روش های ما ترتیب این به کرد. خواهد
بردارها. تفریق و جمع نهایت در و زمان بر کردن تقسیم دیͽری ثابت، عدد

برداری نمایش در نیوتن قوانین ۶ .۱۱
کنیم. تعریف را شتاب بردار و برداریم دیͽر قدم ͷی کافیست تنها برداری شͺل در نیوتن قوانین نوشتن برای
به نسبت z و y ،x دوم مرتبه ی مشتقات با را آن است بهتر و است سرعت بردار زمانͬ مشتق شتاب بردار

دهیم. نشان زمان

a =
dv

dt
=

(
d

dt

)(
dr

dt

)
=

d۲r

dt۲
, (۱۱ .۱۱)

ax =
dvx
dt

=
d۲x

dt۲
, ay =

dvy
dt

=
d۲y

dt۲
, az =

dvz
dt

=
d۲z

dt۲
. (۱۲ .۱۱)

بنویسیم: زیر به صورت را نیوتن قوانین ͬ توانیم م تعریف این با

ma = F (۱۳ .۱۱)
یا

m(d۲r/dt۲) = F . (۱۴ .۱۱)

اثبات است: صورت این به مختصات محورهای دوران تحت نیوتن قوانین ناوردایی اثبات مسئله ی حالا
که کنیم ثابت باید سپس دادیم! انجام شما پای پیش همین که است کاری این است؛ بردار ͷی a که کنید
است، بردار ͷی شتاب ͬ دانیم م اینکه به توجه با و فرض این با باشد. که ͬ کنیم م فرض است؛ بردار ͷی F
صورتͬ به معادله این نوشتن بالاست. صورت همان به مختصات دستگاه های تمامͬ در (۱۳ .۱۱) معادله ی
نیوتن معادلات نوشتن بار هر برای که است مزیت این دارای نباشد ها z و y ،x شامل صریح به صورت که
ظاهر در ͬ نویسیم م ما که چیزی نماییم. تکرار را معادله سه تا نیست لازم دیͽری، برداری معادله ی هر یا
مختصات محورهای مجموعه هر برای مجزا معادله ی سه نشان دهنده ی ͬ که درحال ͬ آید م نظر به  معادله ͷی

است. طرفین مؤلفه های از ͷی هر بودن معادل بیانگر برداری معادله ی هر که چرا است دلخواه
تقریباً مسیر ͷی با را آن تا ͬ کند م ͷکم ما به است سرعت بردار تغییر آهنگ شتاب، که حقیقت این
حرکت ۷ .۱۱ شͺل مانند پیچیده مسیر ͷی روی بر ذره ͷی که کنید فرض مثال برای آوریم. به دست پیچیده
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خمیده مسیر ͷی :۷ .۱۱ شͺل
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شتاب محاسبه ی نمودار :۸ .۱۱ شͺل

زمان به و ͬ رویم م پیش زمان در کمͬ به مقدار وقتͬ و است v۱ معین سرعت دارای t۱ زمان در و ͬ کند م
است این جواب و است؟ چقدر شتاب که این جاست سؤال حال ͬ باشد. م v۲ سرعت دارای ͬ رسیم م t۲
بردار دو تفاضل تا است لازم بنابراین است. زمانͬ کوتاه بازه ی بر تقسیم سرعت ها بین تفاضل شتاب، که
صحبت درباره اش قبلا́ که همانطور دهیم؟ انجام را کار این باید چطور حالا آوریم. به دست را سرعت
که ͬ آید م به نظر این طور ͬ کنیم. م وصل به هم را بردار دو انتهای بردار، دو تفاضل آوردن به دست برای کردیم،
ابتدای که است درست زمانͬ حرف این نیست. چنین ͬ که درحال باشد، بردار دو بین اختلاف ،∆v بردار این
به وسیله ی و دهیم انتقال دلخواه مͺان های به را بردارهایمان که این باشد. داشته قرار نقطه ͷی در بردار دو
جدید روش ͷی به ما کنید! نگاه وای! که شویم زده ذوق بعد و کنیم وصل به هم را آن ها انتهای خط ͷی
و موازی دو هر v۲ و v۱ ،۸ .۱۱ شͺل در نیست. درستͬ کار رسیده ایم! بردار دو تفاضل آوردن به دست در
مورد را شتاب ͬ توانیم م ما حالت این در و شده اند رسم ۷ .۱۱ شͺل در خود همتای بردارهای هم اندازه ی
که کنیم اشاره است جالب ͬ شود. م تعریف ∆v/∆t صورت به شتاب ساده، کلام در دهیم. قرار بحث
شده داده نشان ۸ .۱۱ شͺل در که همانطور آوریم. به دست بخش دو از را سرعت بردار دو تفاضل ͬ توانیم م
کنیم. تقسیم ∆v⊥ مسیر بر عمود و ∆v|| مسیر با موازی مؤلفه ی دو به را شتاب مؤلفه های ͬ توانیم م است

سرعت: اندازه در تغییر یعنͬ است بردار طول در تغییر حاصل مسیر، بر مماسͬ شتاب

a∥ = dv/dt. (۱۵ .۱۱)

فرض است. محاسبه قابل ۸ .۱۱ و ۷ .۱۱ شͺل های به وسیله ی به راحتͬ خم به نسبت شتاب مماسͬ مؤلفه ی
سرعت اندازه v اگر باشد. ∆θ ͷکوچ مقدار v۲ و v۱ بردار بین زاویه تغییر ∆v کوتاه زمان ͷی در کنید

داشت: خواهیم باشد لحظه آن در

∆v⊥ = v ∆θ

بود: خواهد شتاب و
a⊥ = v (∆θ/∆t).
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شعاع با دایره ͷی به وسیله ی خم بحث مورد لحظه ی در اگر آوریم. به دست را ∆θ/∆t عبارت باید حالا
v∆t با برابر که را s مسافت ∆t زمانͬ بازه ی در تا بود خواهد قادر ذره این شود، زده تقریب R مشخص

است. ذره سرعت v آن در که بپیماید است

∆θ = (v ∆t)/R, یا ∆θ/∆t = v/R.

داشت: خواهیم نهایت در و
a⊥ = v۲/R, (۱۶ .۱۱)

داشتیم. انتظار قبل از که همانطور

بردارها داخلͬ ضرب ۷ .۱۱

فضا در قدم ͷی طول که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به کنیم. بررسͬ را بردارها از دیͽر ویژگͬ چند بیایید حالا
نشان r نماد با را آن که مشخص قدم ͷی اگر دیͽر عبارت به است. یͺسان مختصات دستگاه های تمامͬ در
نمایش x′, y′, z′ با دیͽر مختصات دستگاه در و z ،y ،x پارامترهای با مختصات دستگاه ͷی در ͬ دهیم م

آن که به توجه با بود. خواهد برابر دستگاه هردو در r = |r| بحث مورد بردار طول شود، داده

r =
√

x۲ + y۲ + z۲

همچنین و
r′ =

√
x′۲ + y′۲ + z′۲.

جذر از تساوی این اثبات در تا است راحت تر هستند. برابر هم با کمیت دو این که دهیم نشان ͬ خواهیم م
مسئله ترتیب بدین که کنیم صحبت فاصله ها مربع درباره ی تا دهید اجازه بنابراین کنیم، چشم پوشͬ عبارت ها

شد: خواهد تبدیل زیر معادله ی اثبات به

x۲ + y۲ + z۲ = x′۲ + y′۲ + z′۲. (۱۷ .۱۱)

معادله، این بنابراین برقرارند. هم با تساوی طرفین که دید خواهیم کنیم استفاده (۵ .۱۱) معادله ی از اگر حالا
است. برقرار مختصات دستگاه های تمامͬ در که است معادلات از دیͽری نوع

تابعͬ که کنیم تعریف جدید کمیت ͷی ͬ توانیم م کرده ایم. پیدا دست جدید نکته ی ͷی به ما این جا در
دستگاه های تمامͬ در و راستاست بدون کمیتͬ کمیت، این بنامیم. داخلͬ ضرب را آن و است z و y ،x از
این جا در کشیدیم. بیرون اسͺالر ͷی بردارها دل از ما ترتیب این یه است. یͺسانͬ مقدار داری مختصات
ͷی برای باید قانون این که است مشخص آوریم. به دست کار این برای عمومͬ قانون ͷی تا است لازم
که کنیم تعریف جدید کمیت ͷی بͽذارید حالا مؤلفه ها. مربعات زدن جمع باشد: برقرار خاص حالت
تمامͬ در که کمیتͬ است. اسͺالر ͷی نیست، بردار ͷی موجود این ͬ دهیم. م نشان a · a به صورت را آن

ͬ کنیم: م تعریف بردار مؤلفه ی سه مربعات جمع به صورت را آن و است یͺسان مختصات دستگاه های

a · a = a۲x + a۲y + a۲z. (۱۸ .۱۱)
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که است این جواب است؟ گرفته صورت مختصات دستگاه کدام در محاسبه این بپرسید است ممͺن حالا
این به داشت. خواهد یͺسانͬ مقدار دلخواه محور هر در و ندارد مختصات دستگاه به بستگͬ حاصل عبارت
به وسیله ی که ͬ گوییم م اسͺالر یا و ناوردا کمیت های آن ها به که داریم را کمیت ها از خاصͬ نوع ما ترتیب
را زیر کمیت b و a دلخواه بردار دو هر برای ما اگر حالا آمد. به دست بردار ͷی مؤلفه های مربعات جمع

کنیم تعریف

a · b = axbx + ayby + azbz, (۱۹ .۱۱)

دستگاه دو این در آن مقدار که یافت درخواهیم پرایم بدون و پرایم دار پایه های در کمیت این محاسبه ی با
ⅽ·ⅽ و b·b ،a·a عبارت های برای ادعا این که ͬ شویم م یادآور موضوع، این اثبات برای است. یͺسانͬ مقدار
(ax+bx)

۲+(ay+by)
۲+(az+bz)

۲ بردار دو مربعات جمع بنابراین است. صادق ،ⅽ = a+b آن در که
بود. خواهد ناوردا مقداری

(ax + bx)
۲ + (ay + by)

۲ + (az + bz)
۲ = (ax′ + bx′)۲

+ (ay′ + by′)
۲ + (az′ + bz′)

۲. (۲۰ .۱۱)

به دست (۱۹ .۱۱) و (۱۸ .۱۱) عبارت مشابه عبارت هایی آن در شود، داده بسط عبارت سمت دو هر اگر
که ͬ شوند م منتج این به هستند (۱۹ .۱۱) و (۱۸ .۱۱) معادله های شͺل به که جمله هایی ناوردایی ͬ آید. م

بماند. باقͬ ناوردا هم (۱۹ .۱۱) داخلͬ ضرب عبارت
جالبی ͬ های ویژگ دارای که ͬ شود م نامیده b و a بردار دو داخلͬ) ضرب ) اسͺالر ضرب a · b کمیت

که داد نشان ͬ توان م به راحتͬ مثال برای است.

a · (b+ c) = a · b+ a · c. (۲۱ .۱۱)

b و a بردارهای مؤلفه های دانستن به نیاز بدون a · b محاسبه ی برای ساده هندسͬ روش ͷی ضمن در
میان زاویه ی کسینوس ضربدر b بردار طول در a بردار طول ضرب با است برابر به سادگͬ a ·b دارد: وجود
راستای در a بردار آن در که بͽیریم نظر در را خاص مختصات دستگاه ͷی کنید فرض چرا؟ بردار. دو آن
عین در که است ax مؤلفه ی است، صفر غیر که a بردار از مؤلفه ای تنها حالت این در بͽیرد. قرار x محور
بود خواهد روبرو به صورت (۱۹ .۱۱) معادله ی بنابراین ͬ شود. م محسوب هم a بردار کل طول همان حال
(که a بردار امتداد در b بردار طول میزان در a بردار طول ضرب با است برابر عبارت این که ab = axbx

b cos θ با است برابر که است) x محور امتداد همان

a · b = ab cos θ.

a · b عبارت ناوردایی به توجه با دیͽر طرف از و است صادق خاص مختصات آن در معادله این بنابراین
است. صادق هم دیͽری مختصات دستگاه هر در باشد، صادق مختصات دستگاه ͷی در عبارت این اگر

باشیم؟ داشته احتیاج آن به که دارد وجود ͷفیزی از جایی ͬ خورد؟ م دردی چه به داخلͬ ضرب اما
چهارم، فصل در مثال برای داریم. سروکار جانور این با ͷفیزی جای همه در کل الیوم است! مثبت جواب
معادل v۲ باشد، بعد سه در حرکت حال در جسم اگر کردیم. تعریف ۱

۲mv۲ به صورت را جنبشͬ انرژی ما
به y راستای در سرعت به علاوه ی دو توان به x راستای در سرعت است: سرعت مؤلفه های مربعات جمع
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تحلیل به توجه با جنبشͬ انرژی معادله ی ترتیب این به و دو. توان به z راستای در سرعت به علاوه ی دو توان
است: زیر به صورت برداری

K.E. = ۱
۲m(v · v) = ۱

۲m(v۲x + v۲y + v۲z). (۲۲ .۱۱)

به صورت که است جهت دارای و است بردار ͷی تکانه که حالͬ در نیست. جهت دارای کمیت ͷی انرژی
ͬ شود. م تعریف جسم جرم ضرب در سرعت بردار

به نقطه ای از را چیزی نیرو آن وقتͬ نیروست ͷی توسط شده انجام کار داخلͬ، ضرب از دیͽری مثال
و ͬ الحساب عل اما نکرده ایم، تعریف ͬͺفیزی صورت به را کار معنͬ هنوز ما ͬ کند. م جابه جا دیͽر نقطه ی
ͬ کنیم. م جابه جا F نیروی وسیله ی به s مسیر در را آن وقتͬ وزنه ͷی انرژی تغییر با است هم ارز کار مختصراً

Work = F · s. (۲۳ .۱۱)

در مثلا́ دهیم. انجام مشخص جهت ͷی در را برداریمان تحلیل که است راحت تر مواقع بعضͬ در
به چیزی موردنظرمان راستای در که است خوب هدفͬ همچنان برای است. گرانش جهت که قائم راستای
خودش با بردار آن داخلͬ ضرب حاصل که است این یͺه بردار از منظورمان کنیم. ابداع یͺه۸ بردار اسم
در را بردار ͷی مؤلفه ی اگر ترتیب این به .i · i = ۱ ͬ نامیم: م یͺه بردار ͷی را برداری چنین ما شود. ͷی
مؤلفه ی همان که بود خواهد a cos θ ،a · i داخلͬ ضرب حاصل که دید ͬ توان م بخواهیم، i بردار جهت
در برداری هر مؤلفه های آوردن به دست برای دوست داشتنͬ بسیار روش ͷی این است. i راستای در a بردار
را دلخواه بردار ͷی مؤلفه های همه تا ͬ دهد م ما به را امͺان این روش این واقع در است. دلخواه راستاهای
داده مختصات دستگاه ͷی در کنید فرض کنیم. پیدا دست جالب نمایش ͷی به نهایت در و آوریم به دست
توجه هستند. z و y ،x راستاهای در ترتیب به که بسازیم k و j ،i نام های به یͺه بردار سه ما z و y ،x شده
باشند، عمود همدیͽر بر بردار دو که وقتͬ گفت؟ ͬ توان م چیزی چه i · j مورد در اما .i · i = ۱ که کنید

بنابراین: است. صفر آنها داخلͬ ضرب

i · i = ۱
i · j = ۰ j · j = ۱
i · k = ۰ j · k = ۰ k · k = ۱ (۲۴ .۱۱)

نوشت: زیر به صورت ͬ توان م باشد که هرشͺلͬ به را برداری هر تعریف، این با حال

a = axi+ ayj + azk. (۲۵ .۱۱)

کنیم. بازنویسͬ را بردار خود بردار، ͷی مؤلفه های از ͬ توانیم م ما نمایش این به وسیله ی
وجود، این با نیست. بردارها درباره ی ممͺن حرف های همه ی زده ایم، حرف درباره اش این جا تا آنچه
درباره اش بخش این در که را چیزهایی از بعضͬ تا ͬ کنیم م سعͬ آن به جای و ͬ داریم برنم جدیدی قدم فعلا́
و شد گرم مفاهیم این در دستمان کافͬ اندازه ی به وقتͬ ببریم. به کار ͬͺفیزی مسئله های در کردیم، صحبت
بردارها ͬ های ویژگ فهم در بیشتری قدم های بتوانیم شدن گیج بدون تا داریم را امͺان این گرفتیم، یاد را آن ها
به صورت که کنیم معرفͬ بردارها از دیͽر دردبخور به ضرب ͷی ͬ توانیم م که دید خواهیم ادامه در برداریم.
ͬ کنیم. م موکول بعد فصل به را آن درباره ی بحث که ͬ گوییم م خارجͬ ضرب آن به و ͬ شود م نوشته a × b

8unit vector



بردارها داخلͬ ضرب .۷ .۱۱


	بردارها
	تقارنها در فیزیک
	انتقالها
	دَورانها
	بردارها
	جبر برداری
	قوانین نیوتن در نمایش برداری
	ضرب داخلی بردارها


