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۲۲ فصل

جبر

ضرب و جمع ۱ .۲۲

فرمول ها حیرت انگیزترین هم چنین و مهم ترین از ی تا داریم را این فرصت ما نوسان سیستم های مطالعۀ در
بیشتر کم  یا دقیقه دو در را فرمول این م توانیم ما دانان، فیزی نگاه از ببریم. کار به را ریاضیات تمام در
لذت بخش ذهن پیشۀ ی دارد، عمل کارکرد که اندازه همان علم اما تمام. و شود حل مسئله مان کنیم، مطرح
با را ارزشمند نگین این باید کنیم گوهر این بررس صرف را دقیقه چند تنها اینکه جای به پس هست، نیز

م شود. نامیده پایه جبر که کنیم، جست وجو ریاضیات ا ز شاخه  آن سترگ طرح در اهش جای به توجه
چندین ما خُب، م کند؟» چه فیزی به مربوط سخنران ی در «ریاضیات بپرسید: است ن مم حال

توجیه م تواند تنها این اما است، فیزی در مهم ابزار ی ریاضیات اینکه نخست داریم: آن برای دلیل
را قوانین همۀ که فهمیدیم نظری فیزی در سویی از بیش تر. نه و بپردازیم آن به دقیقه دو اینکه برای باشد
م رسد، نظر به اوصاف، این با است. فیزی سادگ و زیبایی همان این و نوشت ریاض ل ش به م توان

اصل دلیل بخواهید را راستش اما باشد. کاف ریاض روابط از عمیق تری درک تنها طبیعت فهمیدن برای
است. حقیقت از خال آوردن هایی دلیل و کتاب ها و حساب چنین و است لذت بخش ریاضیات که است این
ده های دانش در هم را گوناگون دوره های و م کنیم مشاهده مختلف روش های با را طبیعت انسان ها ما

بیفتیم. راه خودمان ذهن لذت های دنبال باید سرآخر ول م کنیم، برگزار مختلف
است این آن و باشد داشته م تواند هم ری دی دلیل کنیم مطالعه را جبر بیش تری دقت با باید ا لآن اینکه 
م شدیم؛ روبه رو جبر با که بود باری اولین موقع آن اما گذرانده ایم؛ را آن دبیرستان در ما اکثر هرچند، که
در الآنمان روز و حال مثل درست بود، سخت کار هم آن ها فهمیدن و بود، ناآشنا ما برای معادلات همۀ
فراگرفته آنچه همۀ نقشۀ و کلیت و شده ط مسیرهای مشاهدۀ و گذشته به نگاه هرحال به . فیزی با برخورد
دۀ دانش استادان از ی روزی شاید نیست. لطف از خال کار این و باشد لذت بخش م تواند ا ست، شده 
که دهد نشان را چیزی آن تا دهد ارائه روش همین به انی م مورد در مثلا را خود سخنران هم ریاضیات

بودیم! فیزی دوره های در یافتنش پی در ما
ریاضیدانان که دلیل ا ین به صراحتاً شد، نخواهد واکاوی ریاضیدانان دیدگاه از جبر موضوع اینجا در
چه و است نیاز فرض تعداد چه دقیقاً اینکه و دارند تمایل ریاض مختلف حقایق نمایش ونگ چ به بیش تر
قضیۀ است ن مم مثلا نیستند. م کنند، ا ثبات که  چیزی نتیجۀ قید در زیاد آن ها نیست. نیاز مورد چیزی
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وتر مربع با برابر الزاویه قائم مثلث ضلع دو مربع جمع اینکه برسد، نظر به فت انگیز ش برایمان فیثاغورس
بحث از فارغ است ن مم که عجیبی حال عین در و ساده موضوع است، جالبی خیل حقیقت است؛ آن
اگر بنابراین بپردازیم. آن به چیست، اثباتش نیاز مورد اصل های و کنیم اثبات را آن ونه  چ اینکه مورد در
ما اینجا در دهیم. توضیح کیف صورت به را پایه جبر سیستم باید برویم، پیش نگرش چنین با بخواهیم
در که دارد وجود مدرن جبر نام به ریاضیات از شاخه ای اکنون چون بردیم کار به جبر برای را پایه ا ی صفت
اینجا در ا لبته که  م     شود، نامیده جبر حال این با ول نیست، درست ر دی ab = ba مثل قوانین بعض آن

کرد. نخواهیم آن از بحث
صفر هستند، چه صحیح اعداد م دانیم که م کنیم فرض م  رویم. پیش راه میانۀ از ما شروع، برای
میانۀ ر دی که این ویید ب شما شاید البته معناست. چه به عدد ی واحد ی واحد ی افزایش و چیست،
و برگردیم هم این از قبل تر به حت م توانیم ما که چرا است، راه میانۀ این ریاض دیدگاه از اما نیست. راه
این اما بپردازیم. صحیح اعداد ویژگ های این از برخ اشتقاق ونگ چ به مجموعه ها نظریۀ ا ز استفاده  با
صحیح اعداد م  دانیم هم اینکه فرض با ری دی جهت از ما و است ریاض منطق و ریاض فلسفۀ کار جهتِ

م  پردازیم. مسئله به دهیم، انجام جبری محاسبۀ ونه چ م  دانیم هم و هستند چه
را واحد ی بار b و کنیم، شروع را کارمان است، صحیح عدد ی که a مثل مشخص عدد با ما اگر
اعداد جمع تعریف این و م  نامیم، a + b را آن که  م  رسیم عددی به کنیم، اضافه آن به متوال صورت به

است. صحیح
a و کنیم شروع هیچ از اگر که: کنیم بیان نیز را مطلب این م توانیم کرده ایم، تعریف را جمع که حالا
( a · b ) ، b در a را آن و م  نامیم صحیح اعداد ضرب را آن حاصل کنیم اضافه آن به طورمتوال به بار b را

م  نامیم.
به a در را آن بار b و کنیم شروع ۱ با اگر کنیم: تعریف نیز را ضرب توال م توانیم اکنون ما همچنین

. ab م نویسیم: و م  نامیم رسیدن توان به را آن کنیم، ضرب متوال صورت
دهیم: نشان راحت به را آن ها درست م  توانیم که است روابط شده، ا ین داده تعریف های پیامد حالا

(الف) a+ b = b+ a (ب) a+ (b+ c) = (a+ b) + c

(ج) ab = ba (د) a(b+ c) = ab+ ac

(ه) (ab)c = a(bc) (و) (ab)c = acbc

(ز) abac = a(b+c) (ح) (ab)c = a(bc)

(ط) a+ ۰ = a (ی) a · ۱ = a

(ک) a۱ = a

(۱ .۲۲)

ریز روابط این در و ذاریم ب خشخاش به مته خیل که نیست نیازی و م  شناسیم خوبی به را نتایج این
جمله  از دارند را خود به منحصر ویژگ های ۰ و ۱ هم چنین، است. کاف آن ها کردن فهرست تنها شویم،

است. a همان ی توان به a اینکه و م  شود a برابر ی ضربدر a است، a با برابر a+ ۰ ا ینکه:
تعریف که یریم، ب درنظر هم را ترتیب و پیوستگ نظیر مشخصه چندین باید بحث این در هم چنین
نکته این به علاوه، م سپاریم. دقیق تئوری های به را کار این انجام ما و است؛ سخت بسیار کار آن ها کردن
استنتاج قواعد همین از برخ از آن ها از برخ که نوشته ایم؛ را زیادی قواعد ما که است درست کاملا هم

باشیم. مسائل چنین نگران نباید الآن اما م  شوند،
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وارون رهای عمل ۲ .۲۲
ادامه، در که دارند وجود نیز وارون نام به رهایی عمل توان، و ضرب جمع، مستقیم رهای عمل بر علاوه
که بیابیم b برای مقادیری م خواهیم ما و شده اند داده c و a کنیم فرض ذارید ب م شود. ارائه آن  ها تعریف
شود، a+b = c اگر . ba = c و ab = c ، a+b = c کنند: براورده را رو پیش معادلات به شبیه معادلات
اگر است: ار آش نیز تقسیم عمل ترتیب این به م نامیم. تفریق را آن که م شود، تعریف c−a صورت به b
ما اگر حال .( ab = c معادلۀ حل راه وارونۀ همان (یعن است، تقسیم تعریف b = c/a آنگاه ، ab = c

بپرسیم ما اگر مثلا . b = a
√
c : c ریشۀ aاٌمین وییم ب باید چیست؟ b بپرسیم خود از و ba = c باشیم داشته

ab و ba که آنجایی از . ۲ یعن که است. ۸ سوم ریشۀ جواب م شود؟ ۸ برابر ۳ توان به صحیح عدد کدام
۸ به را ۲ باید ما توان چه «با که است این آن و مواجهیم توان وارون برای ر دی مسئلۀ ی با ما نیستند، برابر
حقیقت این b = loga c م نویسیم ، ab = c اگر م گویند. گرفتن اریتم ل کار، به ا ین که دهیم؟» افزایش
ر دی با مقایسه در آن نبودن بنیادی معنای به وجه هیچ به است، روابط ر دی از پیچیده تر نمادگذاری این که
م شوند، طرح جبر کلاس های در دیرتر اریتم ها ل اگرچه صحیح. اعداد مورد در حداقل نیست؛ فرایندها
هستند. جبری معادلۀ ی حل روش از متفاوت نوع تنها، و هستند؛ ریشه گرفتن سادگ همان به عمل در اما،

آمده اند: پایین در خلاصه صورت به وارون و مستقیم رهای عمل

(الف. ۱) جمع (الف. ۲) تفریق
a+ b = c b = c− a

(ب. ۱) ضرب (ب. ۲) تقسیم
ab = c b = c/a

(ج. ۱) توان (ج. ۲) ریشه
ba = c b = a

√
c

(د. ۱) توان (د. ۲) اریتم ل
ab = c b = loga c

(۲ .۲۲)

تعاریف از که هستند درست صحیح اعداد برای آنجا تا قوانین یا روابط که این است این مسئله حالا
فرایندهای درحال که م توان آیا که کنیم مطرح را پرسش این م خواهیم ما کنند؛ پیروی توان و ضرب و جمع
تعریف غیرقابل صحیح، اعداد متوال ضرب مستقیم عمل مثلا یا ، ۱ کردن اضافه مستقیم عمل و…با a+b

بالا در که قواعدی این هم چنان و داد گسترش را هستند آن ها نمایانگر c و b ، a که شیئ هایی ردۀ هستند؛
بمانند. باق صادق شده، ذکر

تعمیم و انتزاع ۳ .۲۲

مسائل با زود خیل کنیم، حل را تعاریف این همۀ شامل ساده جبری معادلۀ ی م کنیم سع ما که زمان
که معنا این به کنیم، حل را b = ۳−۵ معادلۀ م خواهیم که کنید فرض مثلا م شویم؛ مواجه حلّ غیرقابل
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که البته و ، ۳ بدهد م شود، اضافه ۵ به وقت که باشیم عددی دنبال به باید تفریق، از شده ارائه تعریف طبق
این ترتیب این به و گرفتیم؛ درنظر را مثبت صحیح اعداد فقط ما که علت ا ین به  ندارد؛ وجود عددی چنین
تعمیم. و انتزاع است: این درست ایدۀ و نقشه حال، این با م شود. تبدیل حل قابل غیر معادلۀ ی به معادله
قوانین اما نمودیم، انتزاع را ضرب و جمع اصل تعاریف ؛ صحیح اعداد و قوانین جبر، کلّ ساختار از ما
صادق اعداد از گسترده تری ردۀ برای کل در روابط این که م کنیم فرض و کرده، رها را (۲ .۲۲) و (۱ .۲۲)
استفادۀ جای به بنابراین کرده ایم. استنتاج اعداد از کوچ تری بسیار ردۀ مبنای بر را آن ها درحال که باشند،
آن نتیجۀ که م کنیم استفاده نمادها تعریف برای قوانین از ما قوانین، تعریف برای صحیح اعداد از نمادین
نشان م توانیم قوانین روی تنها کارکردن با مثال، عنوان به م گذارد. نمایش به را اعداد از عموم تری نوع
اعداد از جدیدی مجموعۀ تعریف با که دهیم نشان م توانیم ما حقیقت در . ۳ − ۵ = ۰ − ۲ که دهیم
داد، انجام را تفریق عمل و…م توان ۰− ۴ و ۰− ۳ و ۰− ۲ و ۰− ۱ ، منف صحیح اعداد مجموعۀ بنام
به مربوط قوانین کردن پیدا و…برای a (b+ c) = ab + ac مثل ر دی قوانین تمام از م توانیم ما سپس
که همانگونه قوانین همۀ حقیقت، در که یافت درخواهیم ترتیب، این به کنیم. استفاده منف اعداد ضرب

هستند. تعریف قابل هم منف اعداد برای م شوند تعریف مثبت اعداد برای
معنای اما است، برقرار آن ها مورد در قوانین هم چنان درحال که داده ایم افزایش را اشیاء دامنۀ ما بنابراین

است. شده متفاوت نمادها
این ا صلا پیاپی. صورت به ۵ کردنِ اضافه بار −۲ یعن واقعاً ۵ در −۲ که گفت نم شود مثال برای

کرد. خواهد کار درست به قوانین طبق چیز همه اوصاف این با اما نم دهد. معن
بفهمیم م خواهیم ما کنید فرض که است این م  آید، وجود به توان گرفتن با که جالب مسئلۀ ی
این به و است، (۳− ۵) + ۵ = ۳ معادلۀ جواب ۳ − ۵ که م دانیم تنها ما م دهد؟ معن چه a(۳−۵)

کار کم  با . a(۳−۵) = a۳/a۵ داریم: تقسیم تعریف به توجه با درنتیجه ، a(۳−۵)a۵ = a۳ م دانیم ترتیب
توان های وارونِ ، منف توان های که م بریم پی نتیجه در داد. کاهش ۱/a۲ به م توان را جمله این بیش تر
آن مربع باشد منف یا مثبت صحیح عدد ی a چون، ا گر است؛ بی معن نماد ی ۱/a۲ اما هستند، مثبت

چیست! ۱ از بزرگ تر برعددی ۱ تقسیم از ما منظور نم دانیم هم هنوز ما و است، ۱ از بزرگ تر
شویم، روبه رو ری دی حل غیرقابل مسئلۀ با هرگاه و است تعمیم روند ادامۀ ، اصل راه مسیر؛ ادامۀ در
نم توانیم ما تقسیم، تعریف به توجه با م پردازیم؛ تقسیم عمل به حالا م دهیم. گسترش را اعدادمان دامنۀ
اعداد کنیم فرض اگر ول باشد. ۳/۵ تقسیم حاصل برابر که کنیم پیدا را باشد منف اگر حت صحیح عددی
و کنیم صحبت هم اعشاری اعداد ضرب و جمع مورد در م توانیم م کنند، براورده را قوانین هم اعشاری

کرد. خواهد کار خوبی به قبل مثل چیز همه
۳/۵ تعریف که حالا ، (۳/۵) ۵ = ۳ م دانیم فقط ما است؟ معنا چه به a۳/۵ توان: از ر دی مثال ی
تعریف به توجه با ادامه، در و است قوانین از ی این و ،

(
a(۳/۵)

)۵
= a۳ که م دانیم بنابراین م دانیم. را

. a(۳/۵) =
۵
√
a۳ داریم: ریشه ها

ما م دهیم. نشان گوناگون نمادهای با را اعشاری اعداد چرا که بفهمیم م توانیم ما روش ا ین  با
حقیقت ی این و م دهیم، انجام قوانین خود از استفاده با ه بل دلبخواه نه را تعاریف کردن مشخص
اعداد برای م روند کار به منف و مثبت صحیح اعداد برای که همانجور قوانین همۀ که است معن دار

م روند! کار به نیز اعشاری
وجود بله، کنیم؟ حل نتوانیم که دارد وجود ری دی معادلۀ آیا م دهیم. ادامه را تعمیم فرایند هم چنان
را عددی است ن غیرمم یعن کرد. حل را b = ۲۱/۲ =

√
۲ معادلۀ که است ن غیرمم مثال، برای دارد.
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به تا است آسان بسیار ما برای زمانه این در باشد. ۲ برابر آن مربع و باشد (اعشاری) حقیق که کرد پیدا
اعشاری ی درک خُب و داریم آشنایی ( دهده (دستگاه اعشاری سیستم با که چرا دهیم، پاسخ سوال  ا ین
بسیاری دشواری های ایده، این گذشته، در اما نیست، ل مش کار ۲ دوم ریشۀ از تقریب ی عنوان به بی پایان
است، ترتیب و پیوستگ از مفهوم نیازمند معناست چه به دقّت اینجا در اینکه کرد. ایجاد یونانیان برای را
بخشیده صورت دقت با را آن دِدِکیند این، از پیش که است، تعمیم فرایند در گام دشوارترین واقع در این و
دقّت از اینجا در که چیزی فهمیدن تقریباً آن، ریاضیات دشواری و ظرافت گرفتن درنظر بدون گرچه است.
عدد هر که (چرا کامل تقریبی،اعشاری های اعشارهای کامل توال دنبال به ما است؛ آسان ماست، منظور
جواب به م روند پیش تر چه هر اعداد این هستیم، است) حقیق عدد ی شود متوقف که هرجا در اعشاری
که م دهد اجازه ما به و م کند کفایت ما بحث برای اندازه همین م شوند. نزدی تر و نزدی انتظار مورد
دست به انتظاری مورد دقت هر با را ۲ دوم ریشۀ مثل چیزهایی و کنیم درگیر غیرحقیق اعداد با را خود

آوریم.

غیرحقیق اعداد تقریب ۴ .۲۲

۱۰
√

۲ م خواهیم مثلا کنید فرض م افتد. اتفاق چه غیرحقیق توان های مورد در که است این بعدی مسئلۀ
اعشاری اعداد از معین عدد ی به را ۲ دوم ریشۀ ما اگر ساده ا ست. بسیار جواب درواقع کنیم. تعریف را
یریم ب تقریب ریشه از بالا روش ا ز استفاده  با م توانیم ما و بود خواهد حقیق توان درنتیجه بزنیم، تقریب
هم باز (که بیفزاییم اعشاری توال به بخواهیم است ن مم ادامه در آوریم. به دست ۱۰

√
۲ از تقریب ی و

چون م شود (دقیق تر) بزرگ تر بسیار ریشه بار این یریم، ب مناسب ریشۀ ی و است) حقیق عدد ی
ریشه های م خواهیم ما که البته و م آید. به دست بهتری تقریب و دارد وجود اعشار در بزرگ تر مخرج ی

بربیاییم؟ ل مش این پس از م توانیم ونه چ است. سخت کار این و آوریم به دست را (دقیق) بزرگ
آن با که دارد وجود محاسبات فرایند ی ، کوچ ریشه های ر دی و سوم ریشۀ دوم، ریشۀ محاسبۀ در
توان های محاسبۀ برای نیاز مورد کار حجم اما آوریم. به دست ری دی از بعد را اه ا عشاری جای ی م توانیم
نم توانیم ساده ا ی محاسبۀ هیچ که ا ز است زیاد به ا ندازه ا ی هستند آن ها وارون که اریتم ها ل و غیرحقیق
و کنیم محاسبه را توان هایی چنین م دهند اجازه ما به که شدند ابداع جدول ها دلیل همین به کنیم. استفاده
صرفه جویی اصل مسئلۀ م شوند. نامیده توان جداول یا اریتم  ل جداول چیدمان، برحسب جدول ها، این
کردن، حساب جای به م توانیم برسانیم غیرحقیق عددی توان به را عددی م خواهیم اگر است، زمان در
مسئله) حل (روش تکنی مسئلۀ ی تنها محاسبه ای چنین که البته کنیم. جست وجو جدول در را آن فقط
حل ل مش تنها نه اول مرحلۀ در است. برخوردار زیادی تاریخ ارزش از و است جالب بسیار اما است،
وجود نیز x = log۱۰ ۲ یا ۱۰x = ۲ معادله این کردن حل ل مش ه بل داشتیم را x = ۱۰

√
۲ معادلۀ کردن

ه بل باشیم، داشته اعداد از ری دی نوع معرف به نیاز آن به  پاسخ برای ما که نیست مسئله ا ی این داشت.
نه و پایان بی اعشاری ی است، غیرحقیق عدد ی سادگ به جواب است. محاسبات ل مش ی فقط

اعداد. از جدید نوع ی
بسیار آن ایدۀ ا صل که کنیم بحث معادلات چنین محاسبات راه حل های مورد در اکنون دهید اجازه
همۀ و کنیم محاسبه و…را ۱۰۴/۱۰۰۰ و ، ۱۰۱/۱۰۰ و ، ۱۰۴/۱۰ و ، ۱۰۱ بتوانیم ما اگر است، ساده  و آسان
چنین حل برای ایدۀ ا صل همان این و آوریم. به دست را ۱۰

√
۲ یا ۱۰۱٫۴۱۴... باید کنیم، ضرب هم در را آن ها
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شروع، از قبل کنیم. محاسبه و…را ۱۰۱/۴ و ۱۰۱/۲ باید و…ما ۱۰۱/۱۰ محاسبۀ جای به اما است. معادلات
جداول که شدیم متوجه این از پیش م کنیم. کار ر دی اعداد جای به ۱۰ با همه این چرا دهیم توضیح باید
نیز زیادی کاربردی ارزش از هستند، اهمیت حائز ریشه گیری ریاضیات مسئلۀ در اینکه بر علاوه اریتم  ل

داریم: پایه ای هر در که چرا برخوردارند،

logb(ac) = logb a+ logb c. (۳ .۲۲)

اعداد ضرب از کاربردی صورت به م توان اریتم ل جدول داشتن با که آشناییم حقیقت این با هم ما
که نم کند تفاوت واقع، در شود؟ انجام محاسبه باید b پایۀ کدام با که است این سؤال تنها کرد. استفاده
اریتم ها ل از ما اگر کنیم. سان ا ستفاده ی اصل از همواره م توانیم ما حال هر در شود، پایه محاسبه کدام  با
را ضربش فاکتور مقیاس، تغییر با فقط ر دی پایۀ هر برای م توانیم م کنیم استفاده خاص پایۀ هر برای
، b پایۀ با اریتم ها ل از جدول داشتن دست در با کنیم، ضرب ۶۱ در را (۳ .۲۲) معادلۀ اگر کنیم. پیدا
م ماند. باق درست هم چنان معادله و نم  آید وجود به محسوس تغییر هیچ ۶۱ در جدول همۀ ضرب و
را ba = c معادلۀ م توانیم جدول کم به ر دی بیان به یا م دانیم را b پایۀ اریتم های ل همۀ ما کنید فرض
پایه ا ین که  کنید فرض است. ر دی پایۀ در c عدد همان اریتم ل کردن پیدا ما مسئلۀ و کنیم حل c هر برای
م توانیم که دلیل به ا ین است. ساده ا ی کار که کنیم حل را xa′ = c معادلۀ م خواهیم ما م نامیم. x را
و ذاری جای با که  t = logb x واقع در است. b و x از وابسته ای t آن در که بنویسیم را x = bt همیشه
نتیجه در است. b پایۀ در c اریتم ل ta′ ر دی بیان به . (bt)a

′
= ba

′t = c که: م بینیم a′ برای آن حل
هر بنابراین . b پایۀ های لُ در ضرب برای است ثابت مقدار که هستند ۱/t برابر x پایۀ در ها لُ و a′ = a/t
برابر ثابت این و کنیم ضرب ثابت در را آن ما اگر ر دی اریتم  ل جدول هر با است معادل اریتم  ل جدول

راحت و ون هم برای و کنیم پیدا مشخص پایۀ ی که م دهد اجازه ما به کار این است. ۱/ logb x با
یا طبیع پایۀ م توان آیا که  است این آید پیش است ن مم که (سؤال م کنیم. انتخاب را ۱۰ پایۀ ما کار
۱۰ پایۀ از فقط فعلا و م کنیم بیان ادامه در را آن جواب ما که کرد پیدا باشد ساده تر هرطریق به که پایه ا ی

م کنیم.) استفاده
خطا و با آزمون ۱۰ دوم ریشه های متوال محاسبۀ م کنند. محاسبه را اریتم ل ونه چ ببینیم بیایید حال
و ستون اولین در ۱۰ توان های شده ا ند. داده نشان ۱ .۲۲ جدول در محاسبه این نتایج است. کار این آغاز
را ۱۰ دوم ی توان . ۱۰۱ = ۱۰ مثلا که ببینیم م توانیم شده ا ست. داده نشان سوم ستون در ۱۰s نتیجۀ
آشنایی و ساده روند ی اینجا در است. ۱۰ دوم ریشۀ با برابر که چرا کرد، محاسبه راحت به م توان هم
م کنیم، حساب را دوم ریشۀ اولین ما فرایند این از استفاده با دارد. وجود عدد هر دوم ریشه های گرفتن برای
پس آوریم بدست را ۱۰۰٫۵ ونه چ م گوید ما به که است این چیست؟ فایده ا ش ول است، ۳٫۱۶۲۲۸ که
جواب که م دانیم کنیم حساب را ۳٫۱۶۲۲۸ اریتم ل بخواهیم ما اگر و م دانیم را اریتم ل ی حداقل حالا
به دارد. نیاز بیش تری به ا طلاعات خود این که کنیم عمل بهتر کم  باید ما ول است نزدی ۰٫۵۰۰۰۰ به
اریتم ل ما حال است. ۱٫۷۷۸۲۸ که م کنیم پیدا را ۱۰۱/۴ و م گیریم هم ر دی دوم ریشۀ ی ما ترتیب این
۱۰۰٫۷۵ اریتم ل جواب کس اتفاقاً اگر و است ۱۷٫۷۸ اریتم ل ۱٫۲۵۰ داریم. قبل به نسبت را بیش تری اعداد
دوم ستون اعداد حاصل که است ۱۰(۰٫۵+۰٫۲۵) برابر جواب که چرا آوریم به دست را آن م توانیم ما پرسید را
عددی نوع هر تولید به قادر تا قراردهیم s ستون در عدد کاف ا ندازۀ به  بتوانیم ما اگر است. جدول سوم و
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۱۰ عدد متوال دوم ریشه های :۱ .۲۲ جدول

s توان ۱۰۲۴ s ۱۰s (۱۰s − ۱)/s

۱ ۱۰۲۴ ۱۰٫۰۰۰۰۰ ۹٫۰۰
۱/۲ ۵۱۲ ۳٫۱۶۲۲۸ ۴٫۳۲
۱/۴ ۲۵۶ ۱٫۷۷۸۲۸ ۳٫۱۱۳
۱/۸ ۱۲۸ ۱٫۳۳۳۵۲ ۲٫۶۶۸
۱/۱۶ ۶۴ ۱٫۱۵۴۷۸ ۲٫۴۷۶
۱/۳۲ ۳۲ ۱٫۰۷۴۶۰۷ ۲٫۳۸۷۴
۱/۶۴ ۱۶ ۱٫۰۳۶۶۳۳ ۲٫۳۴۴۵
۱/۱۲۸ ۸ ۱٫۰۱۸۱۵۲ ۲٫۳۲۳۴۲۱۱

۱/۲۵۶ ۴ ۱٫۰۰۹۰۳۵۰ ۲٫۳۱۳۰۱۰۴

۱/۵۱۲ ۲ ۱٫۰۰۴۵۰۷۳ ۲٫۳۰۷۷ ۵۳

۱/۱۰۲۴ ۱ ۱٫۰۰۲۲۵۱۱ ۲٫۳۰۵۱ ۲۶y ۲۶

∆/۱۰۲۴ ∆ ۱ + ۰٫۰۰۲۲۴۸۶∆←− ۲٫۳۰۲۵
(∆→ ۰)

حل راه که ا ین آوریم به دست را ۱۰ از توان هر م توانیم ۳ ستون در مناسبی مقدار ضرب با سپس باشیم
است. محاسبات در کار اصل این و م کنیم محاسبه را ۱۰ عدد متوال دوم ریشۀ ۱۰ ما بنابراین ماست. کلّ
توجه میان این در ری دی چیز که چرا ندهیم؟ ادامه بیش تر دقت به رسیدن برای را کار این دلیل چه به
مقدار علاوۀ به ۱ حاصل، م رسانیم، کوچ عدد توان به را ۱۰ ما که زمان م کند. جلب خود به را ما
یریم، ب ۱۰ به رسیدن برای را ۱۰۱/۱۰۰۰ توانِ اُمین ۱۰۰۰ باید که چرا است ار آش آن دلیل که م شود ناچیزی
که اینجاست باشد. ۱ نزدی باید انتخابی عدد نکنیم، شروع را کارمان بزرگ اعداد با است بهتر بنابراین،
م کنیم، تقسیم ۲ بر را آن ها بار هر تنها نظر به م کنیم، اضافه ی به بار هر که را کوچ اعداد این م بینیم

ی ما اگر بهتر تقریب ی برای که است روشن م شود. تبدیل ۲۲۵ و ۴۵۰ به بعد و ۹۰۳ به ۱۸۱۵ ، یعن
محاسبه را دوم ریشه های همۀ اینکه جای به و آوریم به دست ۱٫۰۰۱۱۲ مثل چیزی باید یریم ب ر دی ریشۀ
آن در که داریم ∆/۱۰۲۴ مثل کوچ اعشاری ی ما که زمان بزنیم. حدس را نهایی حد م توانیم کنیم،
باشد ۱ + ۰٫۰۰۲۲۵۱۱∆ به نزدی عددی ی باید طبیعتاً بود؟ خواهد چه جواب م کند، میل صفر به ∆

ی آوریم: بدست بهتری نتیجۀ ترفند، ی با م توانیم ما هرچند . ۱ + ۰٫۰۰۲۲۵۱۱∆ خود دقیقاً نه و
شود. اصلاح قبل نتیجۀ ا ضافات همۀ باید ترتیب این به و م کنیم تقسیم s توان بر سپس و م کنیم کم را
هرچه ول نیستند برابر جدول بالای در البته هستند. ر همدی معادل کم  بسیار اختلاف با آن ها که م بینیم
چیست؟ کردیم صحبت آن که ا ز مقداری اما م شوند. نزدی تر و نزدی ثابت مقدار ی به م آیند پایین تر
۲۱۱ از تغییرات که م بینیم م کند. تغییر s با ونه چ و م رود پیش ونه چ سری ببینیم تا م کنیم نگاه باز
هر و هستند ر دی ی نصف ارا آش تغییرات این م شود، ۲۶ آخر در و ۵۳ سپس ، ۱۰۴ بعد م شود شروع
۳ ، ۷ ، ۱۳ نتیجه دهیم ادامه تغییرات به ما اگر بنابراین، م شوند. نیز نزدی تر هم به م شوند کم تر چه
ر دی تای ۲۶ نتیجه در م شود. ۲۶ همان بیش و کم اینها همۀ مجموع که م آید به دست ۱ سرآخر و ۲ ،
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باید دقیق عدد م بینم بعداً ما (درواقع است ۲٫۳۰۲۵ درست عدد که درم یابیم و داریم دادن ادامه برای
هر م توانیم جدول این با اکنون کنیم.) بودن واقع قربان حساب در را چیز همه نباید ول باشد ۲٫۰۳۰۲۶

آوریم. به دست توان ها اُمین ۱۰۲۴ محاسبۀ با را ۱۰ از توان
خاستگاه درواقع م بریم، کار به اینجا در که فرایندی م پردازیم، اریتم ل واقع محاسبۀ به حالا
۲و۳) (ستون ۱ .۲۲ جدول در هم عددی مقادیر و ۲ .۲۲ جدول در فرایند این است. اریتم ل جدول های

شده اند. داده نشان

log۱۰ ۲ اریتم: ل محاسبۀ :۲ .۲۲ جدول

۲÷ ۱٫۷۷۸۲۸ = ۱٫۱۲۴۶۸۲
۱٫۱۲۴۶۸۲÷ ۱٫۰۷۴۶۰۷ = ۱٫۰۴۶۵۹۸, .غیره
∴ ۲ = (۱٫۷۷۸۲۸)(۱٫۰۷۴۶۰۷)(۱٫۰۳۶۶۳۳)(۱٫۰۰۹۰۳۵۰)(۱٫۰۰۰۵۷۳)

= ۱۰
[

۱
۱۰۲۴

(۲۵۶ + ۳۲ + ۱۶ + ۴ + ۰٫۲۵۴)
]
= ۱۰

[
۳۰۸٫۲۵۴

۱۰۲۴

]
= ۱۰۰٫۳۰۱۰۳

(
۵۷۳

۲۲۴۹
= ۰٫۲۵۴

)
∴ log۱۰ ۲ = ۰٫۳۰۱۰۳

عددی چه توان به باید را ۱۰ که بدانیم م خواهیم واقع در یریم، ب اریتم ل ۲ از م خواهیم کنید فرض
عبارت به است بزرگ خیل نه ا ین برسانیم؟ ۱/۲ توان به را ۱۰ م توانیم آیا آوریم؟ به دست را ۲ تا برسانیم

یریم، ب فاکتور ۱۰۱/۴ از ذارید ب شد. خواهد کوچ تر ۱/۲ از و بزرگ تر ۱/۴ از جواب که فهمید م توان
از را ۰٫۲۵۰۰۰۰ ما م دانیم و…اکنون م  آوریم به دست را ۱٫۱۲۴ . . . و م کنیم تقسیم ۱٫۷۷۸ . . . بر را ۲
پایان به محاسبه این که زمان آوریم، به دست را ۱٫۱۲۴ . . . عدد اریتم ل باید ما حالا کرده ایم، کم اریتم ل
درست که م کنیم نگاه جدول به بعدی، عدد برای حال کنیم. اضافه را ۲۵۶/۱۰۲۴ یا ۱/۴ دوباره باید رسید
و م کنیم تقسیم ۱٫۰۷۴۶۰۷ بر را آن ما پس ، ۱٫۰۷۴۶۰۷ با است برابر و دارد قرار ۱٫۱۲۴ . . . عدد پایین
صورت به ۱ .۲۲ جدول عددهای از م تواند ۲ م شویم متوجه ما اینجا از م  آوریم. به دست را ۱٫۰۴۶۵۹۸

شود: ایجاد زیر

۲ = (۱٫۷۷۸۲۸)(۱٫۰۷۴۶۰۷)(۱٫۰۳۶۶۳۳)(۱٫۰۰۹۰۳۵۰)(۱٫۰۰۰۵۷۳).

اس  ت. م  ا ج  دول م  ح  دودۀ از ف  رات  ر ط  ب  ی  ع  ت  اً ک  ه ا س  ت. م  ان  ده  ب  اق   ( ۱٫۰۰۰۵۷۳ ) ف  اک  ت  ور ی   ف  ق  ط ای  ن  ج  ا
۱۰∆/۱۰۲۴ ≈ ۱ + ۲٫۳۰۲۵∆/۱۰۲۴ ک  ه ن  ت  ی  ج  ه ای  ن از م  ا ف  اک  ت  ور، ای  ن ل    اری  ت  م آوردن ب  ه دس  ت ب  رای
ب  ه ۱۰ م  ا ج  واب ن  ت  ی  ج  ه در م   آوری  م. ب  ه دس  ت آن از را ∆ = ۰٫۲۵۴ و م   ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده
۳۰۸٫۲۵۴/۱۰۲۴ به ما هم به اینها کردن اضافه با اس  ت. (۲۵۶ + ۳۲ + ۱۶ + ۴ + ۰٫۲۵۴) /۱۰۲۴ ت  وان
دقت که ، log۱۰ ۲ = ۰٫۳۰۱۰۳ که درم یابیم بنابراین، م دهد، را ۰٫۳۰۱۰۳ ما به تقسیم این م رسیم.

است. اعشار رقم پنج تا آن درست
«من گفت: او شد. محاسبه ۱۶۲۰ سال در Briggs of Halifax آقای توسط اریتم ل که بود گونه این
به کرده، محاسبه را اول تای ۲۷ تنها او م دانیم ما البته کنم.» حساب را ۱۰ متوال دوم ریشۀ ۵۴ توانستم
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بیست تا ، ۱۰ دوم ریشۀ متوال محاسبۀ او کار م آیند. به دست ∆ روش استفاده از با آن ها بقیۀ که دلیل  ا ین
چرا داد انجام را پرزحمت کار او حال هر به دادیم. انجام را آن تای ۱۰ تنها اینجا در ما که بود بار هفت و
رقم چهارده به را آن اثرش انتشار هنگام در اما کرد تکمیل اعشار رقم شانزده تا را محاسباتش ابتدا در که
اریتم  ل جدول های او ترتیب این به نبود. کار در کردن گرد خطای ر دی نتیجه در و داد کاهش اعشار
تمام هم آن از بعد سال ۳۰۰ تا اما  است. کننده ای خسته کار واقعاً که ساخت، ا عشاری اه  جای ۱۴ تا را
همین در تنها م شدند. ساخته ز بری روش از همچنان اعشاری، اه  جای تعداد کاهش با ، اریتم ل جداول
محاسبه مستقل صورت به جدید جداول محاسبه، ماشین های و WPA کم به که بود اخیر زمان های
معین سری های بسط ا ز استفاده  با اریتم ل محاسبۀ برای مؤثری و زیاد بسیار راه حل های امروزه، شده ا ند.

دارد. وجود
راحت به را ۱۰ϵ م توانیم ما ϵ کوچ بسیار توانهای برای اینکه آن و داد نشان ما به جالبی نکتۀ بالا روند

که است آن معن به البته ا ین . ۱۰ϵ = ۱ + ۲٫۳۰۲۵ϵ که دریافتیم خالص عددی آنالیز با ما کنیم محاسبه
اریتم هایی ل ضرب تنها پایه ا ی هر در اریتم ل حالا . ۱۰n/۲٫۳۰۲۵ = ۱ + n آنگاه باشد کوچ بسیار n اگر
آسان آن با کردن حساب و داریم انگشت ۱۰ فقط ما که شد انتخاب آنجا از ۱۰ پایۀ است. ۱۰ پایۀ در
انگشتان تعداد با ارتباط هیچ که است مسئله ای باشیم، طبیع ریاضیات پایۀ ی دنبال به اگر ول است.
که روش دهیم. تغییر مناسبی و طبیع طور به را خود اریتم  ل مقیاس کنیم سع باید ما و ندارد، آدم ها
است. ۲٫۳۰۲۵ . . . در ۱۰ پایۀ اریتم های ل همۀ ضرب با اریتم ل دوبارۀ تعریف شده، انتخاب کار این برای
که کنید توجه م نامیم. e پایۀ همان یا طبیع پایۀ را آن و پایه هاست، ر دی از استفاده مشابه روش این

. n→ ۰ هنگام که en ≈ ۱ + n یا loge (۱ + n) ≈ n
جدول است. غیرحقیق توان ی که است ۱۰۰٫۴۳۴۲۹۴... با برابر e = ۱۰۱/۲٫۳۰۲۵ که م بینیم به سادگ
کار به ۱۰ از توان هر محاسبۀ برای ه بل اریتم ل محاسبۀ برای تنها نه م توان را ۱۰ متوال دوم ریشه های
به را ۰٫۴۳۴۲۹۴ . . . ما راحت برای ببریم. کار به را آن e طبیع پایۀ محاسبۀ برای بیایید نتیجه در گرفت.
است، ۲۵۶ + ۱۲۸ + ۳۲ + ۱۶ + ۸ + ۴ + ۰٫۷۳ با برابر ۴۴۴٫۷۳ حال م کنیم. تبدیل ۴۴۴٫۷۳/۱۰۲۴

م آید: به دست اعداد این ضرب از است، اعداد جمع از توان e که آنجایی از بنابراین،

(۱٫۷۷۸۲۸)(۱٫۳۳۳۵۲)(۱٫۰۷۴۶۰۷)(۱٫۰۳۶۶۳۳)(۱٫۰۱۸۱۵۲)(۱٫۰۰۹۰۳۵)(۱٫۰۰۱۶۴۳) = ۲٫۷۱۸۴.

کاف اندازۀ به  ∆ اگر که  م دانیم اما نیست. موجود جدول در که دارد وجود ۰٫۷۳ مورد در ل مش ی (تنها
۲٫۷۱۸۴ حاصل م کنیم ضرب هم در را ا ینها همۀ ما که وقت است.) ۱ + ۲٫۳۰۲۵∆ جواب باشد کوچ

روش جدول هایی چنین به کارگیری است.) خوب هم همان ول باشد ۲٫۷۱۸۳ باید (که ا لبته م  آید به دست
!( غیرحقیق (اعداد غیرمنطق ها حل روش . غیرحقیق اعداد اریتم ل و توان محاسبۀ برای است
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برای کنیم! حل را معادله ای هر نم توانیم هنوز داده ایم انجام که تلاش هایی همۀ با که شد معلوم حالا
، حقیق عدد هیچ مربع کنیم، پیدا را x۲ = −۱ جواب باید م کنیم فرض چیست؟ −۱ دوم ریشۀ مثال
اعدادمان تعمیم به دست دوباره باید ما پس ۱−نیست. برابر شناخته ایم الآن تا که چیزی هیچ و غیرحقیق
، i ؛ i بنام است چیزی x۲ = −۱ معادلۀ جواب کنیم فرض بیایید برسیم. بزرگ تر مجموعۀ ی به تا بزنیم
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است قرار که است چیزی آن همۀ این ۱−است. با برابر دومش توان که است ویژگ این دارای تعریف طبق
ری دی ول بنویسد i را این م تواند ی دارد.  ریشه ی از بیش x۲ = −۱ معادلۀ البته وییم؛ ب i مورد در
تا و است، خوب جواب ی به عنوان این شماست.» i منف من i م دهم. ترجیح را −i من «نه! وید: ب
علامت تغییر با باید نوشت بتوان که را درست معادلۀ هر ، i۲ = −۱ که است این i از تعریف تنها که وقت
که قوانین طبق ما اکنون م شود. نامیده مختلط مزدوج عمل این بماند. باق درست هم چنان هایش i همۀ
و…، ر دی عددهای کردن جمع و آن در اعداد ضرب همین طور و i متوال کردن جمع با م خواهیم داریم
p آن در که نوشت،  p + iq ل ش به را اعداد همۀ م توان که م بینیم روش این در بسازیم. جدیدی اعداد
عدد را i عدد کرده ایم. تعریف را آن ها اینجا تا که اعدادی همان ، یعن م شوند، نامیده حقیق اعداد q و
به a مثل اعداد عموم ترین نامیده. خالص موهوم  ، i از حقیق ضرب هر م نامیم. موهوم  ه) (ی واحد
ضرب هم در را اعدادی چنین از تا ۲ مثال برای اگر م شود. نامیده مختلط عدد ی که ا ست p+ iq ل ش
قوانین استفاده ا ز با بنابراین ریخت. نخواهد هم به این از بیش اوضاع ، (r + is) (p+ iq) ، یعن کنیم،

داریم:

(r + is)(p+ iq) = rp+ r(iq) + (is)p+ (is)(iq)

= rp+ i(rq) + i(sp) + (ii)(sq)

= (rp− sq) + i(rq + sp), (۴ .۲۲)

ریاض فرم این از م شوند (۱ .۲۲) قواعد مشمول که ا عدادی همۀ درنتیجه، ، ii = i۲ = −۱ چون
برخوردارند.

و…را موهوم توان های ما باشد! داشته ادامه همیشه م تواند روال «این ویید: ب است ن مم حالا
با که x۶ + ۳x۲ = −۲ شبیه ر دی معادله ای با م آید ی شود، تمام کار این که همین اما کردیم تعریف
همین با تنها خوشبختانه اما بپردازیم!» تعمیم به دوباره باید ما بنابراین نم شود. حل م دانیم تاکنون آنچه
است انگیز فت ش حقیقت ی این کرد! حل م توان را جبری معادلات همۀ ، −۱ دوم ریشۀ جدیدِ ایدۀ
اصلا حال این با هستند، جالب و زیبا بسیار اثبات ها ذاریم. ب ریاضیدان ها عهدۀ به باید را آن اثبات که
ابداع و درک حال در پیوسته مجبوریم ما که است این فرض ارترین آش واقع در نیستند. ار آش و بدیه
که  است کاری و ابداع آخرین این و نیست طور این هم همیشه که است این هم معجزۀ بزرگترین اما باشیم.

همخوان اعداد این با هنوز قوانین که شدیم متوجه مختلط اعداد کشف؟) یا (و خلق از بعد م دهیم. ا نجام
آوریم. به دست را مختلط عدد هر مختلط توان م توانیم ما دادیم. پایان جدیدتر چیزهای ساختن به و دارند
ترتیب این به و کنیم، حل نمادهایش تعداد بودن محدود شرط به را شده نوشته جبری معادلۀ هر م توانیم
نیست، جدیدی چیز و دارد قطع جواب ی i دوم ریشۀ مثال، برای کرد. نخواهیم پیدا را تازه ا ی عدد هیچ

م پردازیم. آن به  ادامه در ما که دارد جوابی ی ii یا
را مختلط عدد دو ما اگر است، سادگ همین به هم جمع کردیم، صحبت ضرب مورد در ما اینجا تا
اعداد م توانیم ما حال بود. خواهد (p+ r)+ i (q + s) جواب ، (p+ iq)+ (r + is) کنیم جمع باهم
ل مش این واقع در است. مختلط اعداد مختلط توان محاسبۀ اصل ل مش اما کنیم ضرب و جمع را مختط
۱۰ از غیرحقیق توان ی بر تنها نه بیایید حالا پس نیست. سخت تر حقیق اعداد مختلط توان محاسبۀ از
قوانین ا ز حال هر در باید البته . ۱۰(r+is) کنیم: تمرکز مختلط عدد ی توان به ۱۰ محاسبۀ برروی ه بل ،

داریم: بنابراین کنیم. پیروی (۲ .۲۲) و (۱ .۲۲)

۱۰(r+is) = ۱۰r۱۰is. (۵ .۲۲)
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ل مش پس کنیم، ضرب عددی هر در را عددی هر م توانیم هم چنین و م دانیم را ۱۰r محاسبۀ چون اما
s مسئله: کنیم. ذاری نام x+ iy صورت به مختلط عدد ی را آن ذارید ب که  است. ۱۰is محاسبۀ فقط

اگر حال کنید. پیدا را y و x شده، داده

۱۰is = x+ iy,

داریم: بنابراین باشد، درست باید نیز معادله این مختلط مزدوج

۱۰−is = x− iy.

استنتاج قوانین، از استفاده با تنها و محاسبه ای هیچ بدون را چیزها خیل م توانیم که م بینیم (درنتیجه
کنیم: استنتاج نیز را ر دی جالب مورد ی م توانیم ر همدی در اینها ضرب با هم چنین کنیم.)

۱۰is۱۰−is = ۱۰۰ = ۱ = (x+ iy)(x− iy) = x۲ + y۲. (۶ .۲۲)

م  آوریم. به دست نیز را y کنیم، پیدا را x آن در اگر که 
نهفته اینجا در سرنخ چه کنیم. حساب را موهوم  عددی توان به ۱۰ ونه چ که است این مسئله  حال
برویم، پیش تر نتوانیم و نماند باق راه ر دی که بزنیم سروکلّه قوانین این با قدر آن است ن مم است؟
کنیم حل مشخص s هر برای را آن م توانیم ما اگر م آید: به دست منطق سرنخ همین جا درست اما
برابر دو برای را آن ما اگر بعد و بدانیم s هر برای را ۱۰is جواب ما اگر توانست. خواهیم نیز بقیه برای

ول دهیم. ادامه ترتیب همین به و برسانیم دو توان به را s برای آمده به دست جواب م توانیم بخواهیم، s
م سازیم جدید فرض ی ما کار این برای کنیم؟ پیدا s مشخص مقدار ی برای را ۱۰is م توانیم ونه چ
تا م دهد اجازه ما به و م رساند منطق نتیجۀ ی به را ما اما نم گنجد، قواعد این قالب در تقریباً که
«قانون» کنیم فرض باید م شود کوچ تر ϵ هرچه است، کوچ توان که زمان دهیم: ادامه را فرایند این
آن بر را فرض ما درنتیجه است. درست نیز مختلط ϵ برای ه بل حقیق ϵ برای نه تنها ۱۰ϵ = ۱+۲٫۳۰۲۵ϵ
م کند، میل ۰ سمت به s وقت که م گوید ما به و است درست نیز کلّ حالت در قانون که ا ین م گذاریم
، ۱/۱۰۲۴ اندازۀ به یعن باشد، کوچ بسیار s اگر که نظرم گیریم در پس . ۱۰is = ۱ + ۲٫۳۰۲۵ داریم

داشت. خواهیم ۱۰is برای بهتری نسبتاً تقریب آنگاه
دنبال به که کنیم، محاسبه را ۱۰ موهوم  توان های همۀ م توانیم آن در که م کنیم تهیه جدول ما اکنون
که است ۱/۱۰۲۴ م کنیم شروع آن با را کار ما که توان اولین م آوریم. به دست نیز را y و x محاسبه، این

که: م نویسیم اینگونه نهایتاً است. نزدی ۱ + ۲٫۳۰۲۵i/۱۰۲۴ به خیل م کنیم فرض

۱۰i/۱۰۲۴ = ۱٫۰۰۰۰۰ + ۰٫۰۰۲۲۴۸۶i, (۷ .۲۲)

شاید درواقع، برسیم. بالاتری موهوم  توان به م توانیم دهیم، ادامه خودش در عدد کردن ضرب به اگر و
... و هشتم و چهارم دوم، توان و کنیم، وارونه را اریتم ل جدول های ساخت روال که باشد کاف همین
در آوریم. به دست را ۳ .۲۲ جدول در شده داده نشان مقادیر ترتیب، این به و کنیم محاسبه را (۷ .۲۲) فرمول
شده تبدیل منف به بعداً ول بوده مثبت ابتدا در x عدد م دهد نشان که شدیم جالبی مسئلۀ متوجه ما اینجا
چه برای بفهمیم تا باشیم او کنج باید اول اما بپردازیم. آن به  بیش تر کم  لحظه این در م توانیم ما  ا ست.
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۱۰i/۱۰۲۴ = ۱ + ۰٫۰۰۲۲۴۸۶i متوال توان های :۳ .۲۲ جدول

is توان ۱۰۲۴s ۱۰is

i/۱۰۲۴ ۱ * ۱٫۰۰۰۰۰ + ۰٫۰۰۲۲۵i
i/۵۱۲ ۲ ۱٫۰۰۰۰۰ + ۰٫۰۰۴۵۰i
i/۲۵۶ ۴ ۰٫۹۹۹۹۶ + ۰٫۰۰۹۰۰i
i/۱۲۸ ۸ ۰٫۹۹۹۸۴ + ۰٫۰۱۸۰۰i
i/۶۴ ۱۶ ۰٫۹۹۹۳۶ + ۰٫۰۳۵۹۹i
i/۳۲ ۳۲ ۰٫۹۹۷۴۲ + ۰٫۰۷۱۹۳i
i/۱۶ ۶۴ ۰٫۹۸۹۶۷ + ۰٫۱۴۳۴۹i
i/۸ ۱۲۸ ۰٫۹۵۸۸۵ + ۰٫۲۸۴۰۲i
i/۴ ۲۵۶ ۰٫۸۳۸۷۲ + ۰٫۵۴۴۶۷i
i/۲ ۵۱۲ ۰٫۴۰۶۷۹ + ۰٫۹۱۳۶۵i
i/۱ ۱۰۲۴ −۰٫۶۶۹۲۸ + ۰٫۷۴۳۳۲i

۰٫۰۰۲۲۴۸۶i باشد *باید

یا ۱۰is = i باشیم داشته باید پس باشد i باید y مقدار است. صفر برابر ۱۰is حقیق قسمت s از مقادیری
کردیم، محاسبه این از پیش را log۱۰ ۲ که همانگونه جدول، این کاربرد از مثال عنوان به . is = log۱۰ i

م کنیم. استفاده log۱۰ i کردن پیدا برای ۳ .۲۲ جدول از حالا
آوریم؟ به دست خالص موهوم جواب ی تا کنیم ضرب هم در باید را ۳ .۲۲ جدول اعداد از ی کدام
۱۲۸ در ۵۱۲ ضرب راه بهترین ، x کاهش بیش ترین برای که م شویم متوجه خطا و آزمون کم  از بعد
موهوم  بخش که عددی در را این باید که درم یابیم سپس است. برابر ۰٫۱۳۰۵۶+۰٫۹۹۱۵۹i با که است.
را ۶۴ ما خاطر همین به کنیم. ضرب هستیم، آن حذف خواهان ما که ، حقیق بخش اندازۀ برابر تقریباً آن
اینجا تا است. مقدار نزدی ترین ۰٫۱۳۰۵۶ به که است ۰٫۱۴۳۴۹ برابر آن y مقدار چون م کنیم انتخاب
۰٫۹۹۹۹۶+۰٫۰۰۹۰۰i مقدار بر را نتیجه باید و داریم اضاف مقداری حالا .−۰٫۰۱۳۰۸+۱٫۰۰۰۰۸i داریم
۰٫۹۹۹۹۶−۰٫۰۰۹۰۰i مقدار در ضرب و iعلامت تغییر با دهیم؟ انجام را کار ا ین ونه  چ خُب کنیم. تقسیم
آن توان به باید ۱۰ که مقداری کل که م فهمیم روش ادامۀ ا ین با است. درست ، x۲+y۲ = ۱ به توجه با که  ،
۶۹۸٫۲۰i/۱۰۲۴ یا ، i(۵۱۲+۱۲۸+۶۴−۴−۲+۰٫۲۰)/۱۰۲۴ از: است عبارت بیاید به دست i تا برسد

. log۱۰i = ۰٫۶۸۱۸۴i درنتیجه: آوریم، به دست را i م توانیم برسانیم توان به ا ین را ۱۰ ما اگر .

موهوم توان های ۶ .۲۲

منظور البته که ، ۱۰ پی درپی توان های به بیایید ، موهوم مختلط توان های درمورد بیش تر جست وجوی برای
چه ا تفاق و م رود پیش ونه چ ۳ .۲۲ جدول ببینیم تا بیندازیم، نگاه نیست، دوباره گرفتن توان آن، از

گرفتیم را ۱۰i/۸ آن در که است شده داده نشان ۴ .۲۲ جدول در مسئله این م افتد. منف علامت های برای
به و م کند عبور صفر از م یابد، کاهش x که م بینیم دادیم. ادامه آن کردن ضرب به منوال همین به و
تغییر −۱ به ار آش طور به برویم p = ۱۱ و p = ۱۰ میان فاصلۀ به بتوانیم (اگر م دهد علامت تغییر −۱
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۱۰i/۸ متوال توان های :۴ .۲۲ جدول

p = توان · ۸/i ۱۰ip/۸

۰ ۱٫۰۰۰۰۰ + ۰٫۰۰۰۰۰i
۱ ۰٫۹۵۸۸۲ + ۰٫۲۸۴۰۲i
۲ ۰٫۸۳۸۶۷ + ۰٫۵۴۴۶۵i
۳ ۰٫۶۴۹۴۴ + ۰٫۷۶۰۴۲i
۴ ۰٫۴۰۶۷۲ + ۰٫۹۱۳۵۶i
۵ ۰٫۱۳۰۵۰ + ۰٫۹۹۱۴۶i
۶ −۰٫۱۵۶۴۷ + ۰٫۹۸۷۷۰i
۷ −۰٫۴۳۰۵۵ + ۰٫۹۰۲۶۰i
۸ −۰٫۶۶۹۱۷ + ۰٫۷۴۳۱۵i
۹ −۰٫۸۵۲۶۸ + ۰٫۵۲۲۴۹i

۱۰ −۰٫۹۶۵۹۶ + ۰٫۲۵۸۸۰i
۱۱ −۰٫۹۹۹۶۹− ۰٫۰۲۶۲۰i
۱۲ −۰٫۹۵۱۰۴− ۰٫۳۰۹۰۵i
۱۴ −۰٫۶۲۹۲۸− ۰٫۷۷۷۱۷i
۱۶ −۰٫۱۰۴۴۷− ۰٫۹۹۴۵۳i
۱۸ +۰٫۴۵۴۵۴− ۰٫۸۹۰۹۸i
۲۰ +۰٫۸۶۶۴۸− ۰٫۴۹۹۶۷i
۲۲ +۰٫۹۹۸۸۴ + ۰٫۰۵۲۸۷i
۲۴ +۰٫۸۰۸۹۰ + ۰٫۵۸۸۳۶i

در ترتیب همین به نیز y مقدار م دهد. علامت تغییر و برم گردد مثبت سوی به دوباره و م دهد) علامت
است. نوسان

نقاط این روند اینکه برای تنها خطوط، و هستند ۴ .۲۲ جدول عددهای بیانگر نقطه ها ،۱ .۲۲ ل ش در
ی و م کند تکرار را خود ۱۰is م کنند. نوسان y و x اعداد که م بینیم شده اند. کشیده شود، دیده بهتر

باشد، i با برابر معین توان ی که ا گر خاطر به ا ین است آسان خود به خودی آن توضیح و است تناوبی چیز
برابر ۱۰۰٫۶۸i که آنجا از درنتیجه و بود خواهد +۱ همان دوباره که باشد. i۲ دوم توان باید چهارمش توان
۱۰۳٫۰۰i مثال برای ما بنابراین، ا گر است. +۱ با برابر ۱۰۲٫۷۲i که درم یابیم چهارم، توان گرفتن با است i با
و است، تناوب دارای ر، دی عبارت به بنویسیم. ۱۰۰٫۲۸i در ۱۰۲٫۷۲i ل ش به را آن م توانیم بخواهیم، را
و هستند کسینوس و سینوس مثل آن ها هستند. ل ش چه منحن ها شدیم، متوجه حالا البته م شود. تکرار
در را آن ها باید ما ۱۰ پایۀ استفاده ا ز جای به گرچه بنامیم. جبری کسینوس و سینوس را آن ها باید اینجا تا
م نویسیم و م دهیم نشان ۲٫۳۰۲۵s با را t ما و م دهد، تغییر را افق مقیاس تنها که دهیم قرار طبیع پایۀ
صورت به را فرمول این باید الآن و eit = x+ iy داریم حال است. حقیق عدد ی t آن در و ۱۰is = eit

داریم: درنتیجه بنویسیم. t جبری سینوس در i علاوۀ به t جبری کسینوس

eit = cos t+ i sin t. (۸ .۲۲)

شود ۱ با برابر باید x۲ + y۲ مثال برای که م دانیم ما ابتدا هستند؟ چه t کسینوس و سینوس مشخصات
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۱۰is = x+ iy

s

x

y

۰٫۵ ۱٫۰ ۱٫۵ ۲٫۰ ۲٫۵ ۳٫۰

+۱

۰٫۵

−۰٫۵

−۱

۱ .۲۲ ل ش

بنابراین است. درست نیز ۱۰ پایه برای است درست e پایۀ برای که همانگونه و کرده ایم، ثابت را آن قبلا که
برابر تقریباً cos t درنتیجه و eit = ۱ + it ، کوچ های t برای م دانیم هم چنین . cos۲ t+ sin۲ t = ۱
این مختلف مشخصات همۀ که جایی تا م رود، پیش ترتیب همین به و است برابر t با تقریباً sin t و ۱ با

هستند. ی مثلثات کسینوس های و سینوس ها با آمده اند، به دست موهوم توان های با که مهم، تابع های
e پایۀ در i اریتم ل م شود؟ i با برابر عددی چه توان به e ببینیم! بیایید است؟ ی هم آن ها تناوب آیا
مقیاس ما که زمان اما بود. ۰٫۶۸۱۸۴i آن جواب ۱۰ پایۀ در و داده ا یم انجام را کار این قبلا ما م شود؟ چه
۱٫۵۷۰ دهیم انجام را کار این اگر و کنیم ضرب ۲٫۳۰۲۵ در را آن باید م دهیم، تغییر e به را خود اریتم  ل
نقطه آخرین ان م واسطۀ به معمول π/۲ با که م نامیم. π/۲ جبری مقدار را آن و م آید، به دست آن از
ساختیم، جبری روش کم به تنها را تازه تابع دو ما بنابراین ماست! محاسبات خطای نتیجۀ که دارد فرق
و جبر بین که است این نتیجه نهایت، در هستند. جبر به متعلق فقط و فقط که کسینوس و سینوس ، یعن

دارد. وجود رابطه ا ی هندسه
که: م شود ریاضیات در مهم بسیار فرمول این وییم، ب خلاصه بخواهیم اگر

eiθ = cos θ + i sin θ. (۹ .۲۲)

ماست. باارزش گوهر همان این و

x

y

θ
x

yr

.x+ iy = reiθ :۲ .۲۲ ل ش

محور در نقطه ان م دهیم. ارتباط هم به را جبر و هندسه صفحه، در مختلط اعداد نمایش با م توانیم
نمایش x + iy با را مختلط عدد هر .(۲ .۲۲ ل (ش م دهیم نشان y با عمودی محور در و x با را افق
x+ iy م شود آن جبریِ قاعدۀ بنامیم، θ را زاویه و بنامیم r را نقطه این تا شعاع فاصلۀ اگر سپس م دهیم،
نمایانگر و شده ا ند داده نشان θ و r ، y ، x بین هندس روابط آن در که م شود، نوشته reiθ ل ش به که

هندسه ا ست. و جبر وحدت
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اختیار در را شمارش اصل و صحیح اعداد و ابتدایی نمادهای فقط کردیم شروع را فصل این وقت
یا جبری قوانین مجموعۀ از استفاده با داشتیم. تعمیم و انتزاع کارایی مورد در کم  ایده های ما داشتیم،
ه بل را اعداد تنها نه توانستیم ،(۲ .۲۲) وارون رهای عمل تعریف و (۱ .۲۲) معادلۀ اعداد، ویژگ های همان
توان های آنها اینکه (برای کنیم ایجاد را مثلثات توابع و توان ها اریتم ل جدول های مثل ری دی مفید چیزهای

آمده اند! به دست ۱۰ عدد متوال دوم ریشۀ ده با اینها همۀ و هستند)، حقیق اعداد موهوم 
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