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۱۸ فصل

بعد دو در دوران

جرم مرکز ۱ .۱۸

ͬ کرد نم نگرانمان آنها درونͬ ساختارهای که را ریزی ذرات یا نقطه ای ذرات ،ͷانیͺم قبلͬ بخش های در
گرفت. خواهیم به کار پیچیده تری چیزهای برای را نیوتون قوانین بعدی، بخش چند در ͬ کردیم. م بررسͬ
ͷی ͷانیͺم به مربوط پدیده های که ͬ یابیم درم ما و ͬ شود م هم قابل توجه تر ͬ شود، م پیچیده تر جهان وقتͬ
توجیه نیوتون قوانین جز چیزی با پدیده ها این البته هستند. قابل توجه واقعاً نقطه، ͷی فقط از پیچیده تر شͬء

است. دشوار است استفاده حال در F = ma فقط که این باور اوقات گاهͬ اما ͬ شوند نم
چرخش شاره ها، آب، باشند. متفاوتͬ انواع از ͬ توانند م داریم سروکار آنها با که پیچیده تری اجسام
ͬ نامیم. م صلب۱“ ”جسم را آن که چیزیست بررسͬ برای پیچیده جسم ساده ترین درآغاز، غیره. و کهͺشان ها
پیچیده ترین است ممͺن جسمͬ چنین حتͬ گرچه است، چرخش حال در حرکت هنگام به که جامدی جسم
ͷی آن در که بͽیریم نظر در را حرکتͬ چنین جنبه های ساده ترین اول باید ما درنتیجه باشد؛ داشته را حرکت
این بر عمود صفحه ای در جسمͬ چنین روی معین نقطه ای ͬ کند. م حرکت ثابت محوری حول مبسوط جسم
بعد دو در دوران یا مسطح۲ دوران ثابت، محوری حول جسم از دورانͬ چنین ͬ کند. م حرکت ثابت محور
برخلاف که ͬ یابیم درم کار این انجام در اما داد خواهیم تعمیم بعد سه به را نتایج بعداً ما ͬ شود. م نامیده
پایه ای عنوان به ابتدا که این مͽر است مشͺل آنها درک و مبهمند دوران ها معمولͬ، ذرات ͷانیͺم وضع

کنیم. درک را بعد دو در دوران مستحͺم،
از تشͺیل شده پیچیده ی جسم که ͬ آید م به کار هنگامͬ پیچیده اجسام به مربوط توجه قابل نکته ی اولین
ͬ کنیم. م پرتاب هوا در را شده اند داشته نگه هم کنار در طنابی وسیله ی به که پره هایی و بلوک زیادی تعداد
اکنون اما کرده ایم. مشاهده ذره ͷی برای را آن ما زیرا است سهموی جسم این حرکت که ͬ دانیم م ما البته
ͷی که ͬ کند م حرکت سهمͬ ͷی روی حال این با غیره. و ͬ خورد م تکان میلرزد، نیست؛ ذره ͷی ما جسم
گوشه ی در که نقطه ای قطعاً ͬ کند؟ م حرکت سهمͬ ͷی روی بر چیزی چه اما ببیند. را آن ͬ تواند م شخص
وسط یا چوبی میله ی ͷی انتهایی نقاط از ͷی هیچ ͬ خورد؛ م تکان سو هر به آن زیرا نیست دارد قرار بلوک
مؤثری“ ”مرکز ͬ کند. م حرکت سهمͬ ͷی در که هست چیزی اما نیست. هم بلوک وسط یا چوبی میله ی
نشان ما به پیچیده اجسام درباره ی ما تئوری نخستین سپس ͬ کند. م حرکت سهمͬ ͷی در که دارد وجود

1rigid body 2plane rotation
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جزئͬ خودش الزاماً ولͬ است تعریف قابل ریاضͬ صورت به که دارد وجود میانگین موقعیت ͷی که ͬ دهد م
اثبات و ͬ شود م نامیده مرکزجرم تئوری تئوری، این ͬ کند. م حرکت سهمͬ ͷی در نقطه این که نیست ماده از

است. آمده ادامه در آن
بین متنوع نیروهای با اتم ها بͽیریم؛ نظر در ریز ذرات از بسیاری از متشͺل را جسم هر است ممͺن ما
تا i پس دارند وجود آنها از (میلیون ها ͬ کند م معین را ذره ͷی که باشد زیروندی یا اندیس i کنید فرض آنها.
است: آن شتاب در ضرب آن جرم حتماً ذره امین i بر وارد نیروی سپس ͬ یابد). م ادامه دیͽری چیز یا ۱۰۲۳

F i = mi

(
d۲ri/dt

۲) . (۱ .۱۸)

حرکت نور سرعت از کمتر بسیار سرعتͬ با که هستند اجسامͬ ما متحرک اجسام بعدی بخش چند در
است ثابت جرم شرایط این در برد. خواهیم به کار مقادیر تمامͬ برای را غیرنسبیتͬ تقریب های ما و ͬ کنند م

: که طوری به

F i = d۲ (miri) /dt
۲. (۲ .۱۸)

تمامͬ برای را ها Fi تمامͬ اگر یعنͬ کنیم جمع هم با را ذرات تمام بر وارد نیروهای تمام ما اگر حال
ͬ رسیم م چیز همان به معادله دیͽر طرف در و ͬ آوریم م دست به را F کل نیروی کنیم، حساب زیروندها

کرده ایم: جمع را آن ͷتفکی از قبل که این مثل

∑
i

F i = F =
d۲ (

∑
i miri)

dt۲ . (۳ .۱۸)

است. مͺانشان در ضرب جرم دوم مشتق های تمامͬ جمع کل، نیروی نتیجه در
خاطر به نیرو نوع همه اگرچه چرا؟ است، خارجͬ نیروی همان ذرات همه ی بر کل نیروی حال
چه ͬ داند م چه کسͬ و اتمͬ. نیروهای کشیدن ها، و دادن ها هل کشش ها، خوردن ها، تکان ریسمان ها،
از نیوتون سوم قانون با اما کنیم؛ جمع هم با را اینها تمامͬ باید ما و ͬ شود م وارد ذرات بر دیͽری نیروهای
معادلات همه ی که زمانͬ که طوری به برابرند عکس العمل و عمل جسمͬ دو هر بین یافته ایم. نجات کار این
ͬ شود. م خنثͬ نیروها جمع کردن فرآیند در باشد، داشته وجود جسم دو بین نیرویی اگر ͬ کنیم، م جمع هم با را
بزنیم جمع را بینشان نیروهای ͬ خواهیم م که اجزایی عضو که دیͽریست اجزای از ناشͬ فقط کلͬ نتیجه ی
ͬ شود؛ م نامیده جسم هم با که باشد ذرات از مشخصͬ تعداد روی جمع (۳ .۱۸) معادله ی اگر پس نیستند.

است. جسم اصلͬ اجزای تمام بر وارد نیروهای تمام با برابر کلͬ جسم روی خارجͬ نیروی آنگاه
ما بنویسیم، شتابی در ضرب کل جرم صورت به را (۳ .۱۸) معادله ی بتوانیم اگر ͬ شود م خوب حال
صورت بدین را R بردار اگر سپس کل. جرم است؛ اجرام تمامͬ جمع M کنیم فرض بیایید ͬ توانیم، م

کنیم: تعریف

R =
∑
i

miri/M, (۴ .۱۸)

بود: خواهد سادگͬ به (۳ .۱۸) معادله ی

F = d۲ (MR) /dt۲ = M
(
d۲R/dt۲) , (۵ .۱۸)
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نقطه ای شتاب در ضرب کل جرم خارجͬ، نیروی آن در که ͬ یابیم درم بنابراین است. ثابت جرم آن در که
در جاییست نقطه این ͬ شود. م نامیده جسم۳“ جرم ”مرکز نقطه این است. R آن موقعیت که است فرضͬ

دارند. اجرام با مهمͬ تناسب یا دارند وزن متفاوت های ri که متوسط r نوعͬ جسم ”وسط“
را سخنانمان بنابراین کرد خواهیم بحث بیشتری جزئیات با بعدی فصل در مهم تئوری این درباره ی ما
شناور خالͬ فضای در جسم و باشند صفر خارجͬ نیروهای اگر که این نخست ͬ کنیم: م محدود نکته دو به
بطور که جرم مرکز ولͬ باشد داشته دیͽری حرکت هر یا کند دوران بخورد، تکان بچرخد، است ممͺن باشد
طور به کرد. خواهد حرکت ثابتͬ سرعت با وسط، در جایی و شده محاسبه مͺانش آمده، پدید مصنوعͬ
فضایی، سفینه ی ͷی مثلا́ باشیم داشته جعبه نوعͬ اگر پس ماند خواهد باقͬ ساکن است، ساکن اگر خاص
که صورتͬ در آنگاه است؛ ثابت هنوز که ͬ یابیم درم و ͬ کنیم م محاسبه را آن جرم مرکز ما آن، در اشخاصͬ با
ممͺن فضایی سفینه ی البته ͬ دهد. م ادامه بودن ثابت به جرم مرکز نکند اثر جسم بر ͬ ای خارج نیروی هیچ
آمد و رفت حال در آن درون اشخاص که است خاطر بدین این اما بخورد تکان فضا در اندکͬ مقدار به است
در دقیقا را جرم مرکز مͺان که ͬ کند م حرکت عقب به سفینه ͬ کند م حرکت جلو به شخصͬ وقتͬ و هستند

دارد. نگه قبلͬ مͺان همان
جرم مرکز ͬ تواند نم نفر ͷی چراکه است غیرممͺن قطع بطور ͬͺموش پیشرانه توسط جلو به حرکت آیا
غیرضروری بخشͬ باید موردنظر بخش ͷی دادن حرکت برای که ͬ یابیم م در البته ولͬ نه، کند؟ جابه جا را
انتهای از را گاز مقداری و کنیم شروع صفر سرعت با ͷموش ͷی با اگر دیͽر بیانͬ به شود. انداخته دور
ولͬ ͬ کند م حرکت آن جهت خلاف ͷموش برود، گاز توده ی این که کجا هر آنگاه کنیم، پرتاب بیرون به آن
خلاف است، نظرمان مورد که را قسمتͬ سادگͬ به ما پس بود، قبلا́ که دارد قرار جایی همان دقیقاً جرم مرکز

ͬ آوریم. درم حرکت به غیرضروری قسمت
که است این است زمان این در آن درباره ی بحث برای ما دلیل همان که جرم مرکز درباره ی دوم نکته ی
گرفته نادیده امͺان درنتیجه و باشد داشته سروکار ”داخلͬ“ حرکات با جداگانه طور به جرم مرکز دارد امͺان

دارد. وجود دوران بحث در آن شدن

صلب جسم دوران ۲ .۱۸

ͬ لرزد م ͬ جنبد، م ͬ کند، نم دوران سادگͬ به معمولͬ جسم ͷی قطعاً کنیم. بحث دوران ها درباره ی بیایید حال
که کنیم بحث ایده آل فرضͬ جسم ͷی درباره ی باید موضوعات ساده سازی برای بنابراین ͬ شود. م خم و
از و هستند قوی بسیار اتم ها بین نیروهای آن در که جسمͬ معناست: بدین که ͬ نامیم. م صلب جسم را آن
حرکت هنگام در آن شͺل ͬ کنند. نم خم را آن نیازند مورد حرکتش برای که ͷکوچ نیروهایی که گونه ای
که کنیم توافق و کنیم مطالعه را جسمͬ چنین حرکت بخواهیم اگر ͬ ماند. م باقͬ شͺل همان به ضرورتاً
باید ما است. چرخش آن و دهیم انجام که است مانده دیͽر کار ͷی فقط بͽیریم نادیده را مرکزجرم حرکت
(شاید ͬ مانند م باقͬ مستقر که دارند وجود جسم در خط تعدادی کنید فرض چͽونه؟ کنیم. توصیف را آن
ͷی عنوان به خاص خطوط این از ͬͺی حول گردش حال در جسم و نباشند) شاید و باشند مرکزجرم شامل
جسم روی را نقطه ای ما اگر چراکه است آسان کافͬ اندازه ی به ͬ کنیم؟ م تعریف چه را دوران است. محور

3center of mass
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بعدی. دو چرخش ͷسینماتی :۱ .۱۸ شͺل

بدانیم فقط اگر کجاست دقیقاً جسم که بͽوییم ͬ توانیم م همیشه ما محور روی جز به هرجایی کنیم، نشانه دار
دوران بنابراین است. زاویه ͷی نقطه آن مͺان شرح دادن برای نیاز مورد چیز تنها است. رفته کجا نقطه آن که

است. زمان با زاویه این مطالعه ی شامل
به قطعاً ما البته ͬ کنیم. م مشاهده چرخیده انتها تا ابتدا از جسم ͷی که را زاویه ای ما دوران مطالعه ی برای
بͺشیم. جسم روی را خاصͬ زاویه ی ما که نیست گونه این ͬ کنیم؛ نم اشاره جسم داخل خاصͬ زاویه ی هیچ

هستیم. دیͽر زمان به زمان ͷی از جسم کل موقعیت چرخشͬ تغییر پیرامون صحبت حال در ما
که طور همان فقط و کرد خواهد تغییر زمان با زاویه کنیم؛ مطالعه را دوران ͷسینماتی بیایید ابتدا
زاویه ای۴ سرعت و زاویه ای مͺان درباره ی است ممͺن کردیم، صحبت بعد ͷی در سرعت و مͺان درباره ی
بعدی ͷی جابه جایی و بعد دو در دوران بین جذابی بسیار رابطه ی قطعاً کنیم. صحبت مسطح دوران در
چقدر جسم ͬ دهد م نشان که داریم را θ زاویه ی ما ابتدا دارد. را نظیرش کمیت هر تقریباً که دارد وجود
در ͬ کند. م عوض ͬ کند، م حرکت مستقیم جسم چقدر ͬ دهد م نشان که را y فاصله ی این است؛ چرخیده
ͬ کند؛ م تغییر ثانیه در مقدار چه زاویه ͬ گوید م ما به که ω = dθ/dt داریم را چرخش سرعت ما مشابه حالت
رادیان برحسب زاویه اگر ͬ کند. م حرکت سریع چقدر جسم ͷی که ͬ دهد م شرح v = ds/dt که طور همان
باشد، بزرگ تر زاویه ای سرعت هرچه بود. خواهد ثانیه بر رادیان برحسب چیزی زاویه ای سرعت آنگاه باشد،
سرعت ͬ توانیم م دهیم؛ ادامه ͬ توانیم م ͬ کند. م تغییر سریع تر زاویه و است چرخش حال در سریع تر جسم
شتاب نظیر که بنامیم α = dω/dt = d۲θ/dt۲ را زاویه ای شتاب و بدهیم تغییر زمان به نسبت را زاویه ای

بود. خواهد معمولͬ
دهیم؛ پیوند است شده ساخته آنها از جسم که ذرات ͷدینامی به را دوران ͷدینامی باید قطعاً حالا
انجام برای ͬ کند. م حرکت چͽونه است فلان زاویه ای سرعت که وقتͬ خاص ذره ی ͷی بفهمیم باید بنابراین
حالت در که بͽوییم و بͽیریم نظر در شده واقع محور از فاصله ای در که را مشخصͬ ذره ی بیایید کار این
بعد ∆t لحظه ی در اگر (۱ .۱۸ (شͺل است. شده داده لحظه ی در P (x, y) مشخص موقعیت در معمولͬ
از شعاعͬ فاصله ی همان در این ͬ شود. م حمل آن با ذره این آنگاه باشد چرخیده ∆θ اندازه ی به جسم کل
فاصله ی که است این بدانیم مایلیم که چیزی نخستین است. شده برده Q به ولͬ بوده، قبلا́ که است O
دلیل به PQ طول آنگاه شود نامیده r ، OP اگر ͬ کند. م تغییر چقدر y فاصله ی و ͬ کند م تغییر چقدر x
در r∆θ تصویر با است برابر سادگͬ به x در تغییر ؛ r∆θ با است برابر شده اند، تعریف زوایا که شیوه ای

: x محور راستای
∆x = −PQ sin θ = −r ∆θ · (y/r) = −y ∆θ. (۶ .۱۸)

مشابه طریق :به
4angular velocity
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∆y = +x∆θ. (۷ .۱۸)

∆t بر (۷ .۱۸) و (۶ .۱۸) طرف دو کردن تقسیم با باشد ω زاویه ای سرعت با چرخش حال در جسم اگر
با: است برابر ذره سرعت که ͬ یابیم درم

vx = −ωy anⅾ vy = +ωx. (۸ .۱۸)

ͬ نویسیم: م فقط بیابیم را سرعت اندازه ی بخواهیم اگر البته

v =
√

v۲
x + v۲

y =
√

ω۲y۲ + ω۲x۲ = ω
√

x۲ + y۲ = ωr. (۹ .۱۸)

فاصله ای که خاطر این به باشد، بدیهͬ باید این درواقع است؛ ωr سرعت این مقدار که باشد مرموز نباید این
. rω یا است r∆θ/∆t ͬ کند م طͬ ثانیه هر در که فاصله ای و است r∆θ با برابر ͬ پیماید م که

تحقیق بیایید شود. معرفͬ باید نیرو جدید مفهوم ͷی اینجا در بپردازیم. دوران ͷدینامی به حالا بیایید
رابطه ای که چرخش) torquere، (Ⅼ. بنامیم گشتاور۵ را آن که کنیم ابداع را چیزی ͬ توانیم م آیا که کنیم
وجود به برای که چیزیست نیرو ͷی باشد. داشته دوران با دارد، خطͬ حرکت در نیرو که رابطه ای مانند
یا پیچش۶“ ”نیروی ͬ کند، م چرخش به وادار را جسمͬ که چیزی و است. نیاز مورد خطͬ حرکت ͷی آوردن
پیچش است. ”چرخش۸“ ͷی کیفͬ لحاظ از پیچش ͷی پیچش. ͷی مثال برای است. چرخش۷ͬ“ ”نیروی
در شده انجام کار مطالعه ی با بپردازیم. کمͬ صورت به پیچش ها نظریه ی به باید ما چیست؟ کمͬ لحاظ از
معینͬ مقدار به که زمانͬ بͽوییم که است این نیرو تعریف برای خوب بسیار راه ͷی چراکه جسم. چرخاندن
برقرار همانندی زاویه ای و خطͬ کمیت های بین ͬ خواهیم م ما ͬ شود؟ م انجام کار مقدار چه ͬ شود م جابه جا
بر نیروهایی که هنگامͬ ͬ دهیم؛ م انجام جسم ͷی چرخاندن کمͬ برای ما که کاری سازی، معادل با کنیم؛
گشتاور تعریف دیͽر عبارت به ͬ چرخد. م جسم که زاویه ای در گشتاور ضرب با است برابر ͬ کنند، م اثر آن
جابه جایی در ضرب نیرو باشد: داشته مشخصͬ نظیر کار تئوری که طوری به بود خواهد یافته سازمان بسیار
چیست. گشتاور ͬ گوید م ما به که بود. خواهد کار با برابر هم زاویه در ضرب گشتاور و کار؛ با مساویست
دوران آن حول جسم که را محور ͷی و ͬ کنند م اثر آن بر متعددی نیروهای که را صلب جسم ͷی مثال برای
نقطه ی ͷی در نیرو این که کنید فرض و کنیم تمرکز نیرو ͷی روی ابتدا در بیایید بͽیرید. نظر در ͬ کند م
بسیار زاویه ی اندازه ی به را جسمͬ ما اگر شد خواهد انجام کار چقدر است. شده اعمال (x, y) مشخص

با: است برابر شده انجام کار است. ساده بچرخانیم؟ ͬͺکوچ

∆W = Fx∆x+ Fy ∆y. (۱۰ .۱۸)

آوریم: دست به تا کنیم جایͽزین ∆y و ∆x در را (۷ .۱۸) و (۶ .۱۸) روابط که داریم نیاز فقط ما

∆W = (xFy − yFx)∆θ. (۱۱ .۱۸)

به ترکیب ͷی در ضرب چرخانده ایم را جسم که است زاویه ای با برابر اصل در داده ایم انجام که کاری مقدار
تعریف تغییر با بنابراین ͬ نامیم م گشتاور را آن که چیزیست عجیب“ ”ترکیب این فاصله. و نیرو از عجیب نظر

5torque
6rotary force

7twisting force
8twist
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است (بدیهͬ داریم. نیروها برحسب گشتاور برای فرمول ͷی ما حال زاویه در ضرب گشتاور صورت به کار
مشخص مفهوم ͷی باید گشتاور نیست؛ نیوتونͬ ͷانیͺم از مستقل جدید کاملا́ ایده ی ͷی گشتاور که

باشد). نیرو برحسب
همه ی توسط شده انجام کارهای مجموع است، شده انجام که کاری گذارند؛ اثر متعددی نیروهای وقتͬ
متناسب اند. ∆θ با هرکدام که است هم با نیروها تمامͬ سهم های کامل جمع ∆W که بطوری نیروهاست،
همه ی جمع با است برابر کار در تغییر که بͽوییم ͬ توانیم م نتیجه در و بͽیریم خارج را ∆θ ͬ توانیم م
ممͺن را مجموع این . ∆θ در ضرب هستند، کردن اثر حال در که نیروهایی همه ی از ناشͬ گشتاورهای
بعداً ما اما ͬ شوند. م جمع هم با جبری معمولͬ قوانین با گشتاورها بنابراین بنامیم. ( τ کلͬ( گشتاور است
بعدی ͷی ͷسینماتی مانند این ͬ کنیم. م کار صفحه در ما که است خاطر این به این که دید خواهیم حتماً
مشابهͬ جهت در آنها که خاطر این به فقط ولͬ ͬ شوند، م جمع جبری قوانین طبق سادگͬ به نیروها که است

داریم: بعدی دو دوران برای بنابراین است. پیچیده تر بسیار بعد سه در این هستند.

τi = xiFyi − yiFxi (۱۲ .۱۸)
و

τ =
∑

τi. (۱۳ .۱۸)

طوری به باشد شده انتخاب متفاوتͬ محور اگر است. معینͬ محور حول گشتاور که باشد مؤکد باید این
ͬ کند. م تغییر نیز گشتاور اندازه ی (معمولا˟) باشند، کرده تغییر ها yi و ها xi همه ی که

کار، ایده ی طریق از گشتاور از ما قبلͬ تعریف که کنیم ذکر تا ͬ کنیم م توقف خلاصه طور به ما اکنون
تعادل حال در جسم ͷی نیروهای همه ی اگر ͬ دهد: م تعادل حال در جسم برای را نتیجه مهم ترین ما به
هم گشتاورها تمامͬ جمع بلͺه است صفر برآیند۹ نیروی تنها نه دو، هر دورانͬ، و انتقالͬ حرکت برای باشند
انجام ͷکوچ جابه جایی برای نیروها توسط کاری هیچ باشد تعادل حال در جسم ͷی اگر چون است. صفر
دو بنابراین باشد. صفر باید گشتاورها همه ی جمع ، ∆W = τ∆θ = ۰ که زمانͬ تا نتیجه در ͬ شود، نم
ثابت باشد. صفر گشتاورها همه ی جمع و باشد صفر نیروها همه ی جمع دارند: وجود تعادل برای شرط

است. صفر بعد دو در محوری هر حول گشتاورها جمع که باشیم مطمئن که این برای کافیست این کنید
عبارت این که کنیم درک هندسͬ لحاظ از که کنیم تلاش و بͽیریم نظر در را نیرو تک ͷی بیایید حال
وقتͬ ͬ کند م اثر جسم بر r نقطه ی در F نیرو ͷی ۲ .۱۸ شͺل در چیزیست. چه نمایانگر xFyyFx عجیب
جهت در نیرو مؤلفه ی با است برابر شده انجام کار است شده چرخانده ∆θ ͷکوچ زاویه ی تحت جسم
این و ͬ آید م حساب به که نیروست مماسͬ مؤلفه ی فقط دیͽر عبارت به جابه جایی. در ضرب جابه جایی
مؤلفه ی با مساویست چنین هم گشتاور که ͬ کنیم م ملاحظه نتیجه در شود. ضرب r∆θ جابه جایی در باید
قابل گشتاور برای ما معمولͬ ایده ی شرایط به توجه با این شعاع. در ضرب شعاع) بر (عمود نیرو مماسͬ
اثر که است بدیهͬ این ͬ کرد؛ نم ایجاد جسم در ”چرخشͬ“ هیچ بود افقͬ کاملا́ نیرو اگر چراکه است درک
مماسͬ مؤلفه ی همان معنای به این و کند درگیر نشده، خارج مرکز از که را نیرو از بخشͬ فقط باید چرخش
است. محور ͷنزدی از تأثیرگذارتر بلند بازوی روی بر معین نیروی ͷی که است آشͺار این بر علاوه است.
حال در اصلا́ ما ͬ کنیم، م وارد نیرو محور روی دقیقاً ما که بͽیریم نظر در جایی را مسئله ما اگر درواقع

9net force
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فاصله ی دو هر با است متناسب گشتاور با چرخش مقدار که است درک قابل این پس نیستیم! آن چرخاندن
نیرو. مماسͬ مؤلفه ی و شعاعͬ

O

P
S

α
α

∆θrr۰
r ∆θ

Ft

Fr

F

نیرو. ͷی توسط تولیدشده گشتاور :۲ .۱۸ شͺل

برابر گشتاور که دیدیم تاکنون است. توجه قابل بسیار که دارد وجود گشتاور برای سومͬ فرمول هنوز
را نیرو اثر خط ما اگر ولͬ .۲ .۱۸ شͺل در α زاویه ی سینوس در ضرب جابه جایی در ضرب نیرو با است
این که ͬ شویم م متوجه نیرو۱۰) اهرم (بازوی نیرو اثر خط تا قائم فاصله ی بͺشیم؛ را OS و دهیم گسترش
نتیجه در است. کل نیروی از کوچͺتر نیرو مماسͬ بخش که نسبتͬ همان به است r از کوتاه تر اهرمͬ بازوی

شود. نوشته اهرمͬ بازوی اندازه ی در ضرب نیرو مقدار صورت به ͬ تواند م گشتاور فرمول
است ممͺن اما است مبهم نامیدن این اساس ͬ شود. م نامیده هم نیرو ممان اغلب همچنین گشتاور
نیرو توانایی اینکه و است ⅿoviⅿentuⅿ لاتین کلمه ی مشتق ”ممان۱۱“ که باشد واقعیت این به مربوط
در ͬ یابد. م افزایش اهرمͬ بازوی طول افزایش با دیلم) یا اهرم از استفاده (با جسم ͷی تکان دادن برای

است. چقدر محور از فاصله به توجه با ͬ اش سنگین که معناست این به ”ممان“ ریاضیات

زاویه ای تکانه ی ۳ .۱۸
آنها ریاضͬ روابط و گشتاورها خواص کردیم، توجه صلب جسم خاص مسئله ی به فقط تاکنون ما هرچند
اثبات را توجه قابل بسیار تئوری ͷی ͬ توانیم م ما درواقع نباشد. هم صلب جسم که وقتͬ حتͬ توجهند؛ قابل
از مجموعه ای تکانه ی را آن ما که است p کمیت تغییر آهنگ همان خارجͬ نیروی که گونه همان کنیم.
از مجموعه ای زاویه ای تکانه ی را آن ما که است L کمیت تغییر آهنگ خارجͬ گشتاور ͬ نامیدیم؛ م ذرات

ͬ نامیم. م ذرات

O

P

Q

Q′

R

m

θ

r

v

ͬ کند. م حرکت O محور ͷی حول ذره ͷی :۳ .۱۸ شͺل

آن بر اثر حال در نیرو تعدادی که دارد وجود ذرات از سیستمͬ که کنیم فرض باید این اثبات برای
فقط باید ابتدا البته ͬ افتد. م نیروها این از ناشͬ گشتاورهای از سیستم برای اتفاقͬ چه که دریابیم و هستند
حال در لزوماً ذره دارد؛ وجود O محور ͷی و m جرم با ذره ͷی ۳ .۱۸ شͺل در بͽیریم؛ نظر در را ذره ͷی

10lever arm 11moment
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که سیاره ͷی مانند باشد بیضͬ ͷی در چرخش حال در است ممͺن نیست، O حول دایره ͷی در چرخش
ͬ کنند م اثر آن بر نیروهایی و است حرکت حال در نوعͬ به این دیͽری. خم روی یا ͬ چرخد م خورشید دور
شتاب غیره، و شتاب x مؤلفه ی در ضرب جرم با است برابر x راستای در مؤلفه ی که عادی فرمول طبق و
y یا x راستای در نیروی و xFy − yFx با است برابر گشتاور ͬ کند. م چه گشتاور ببینیم بیایید اما ͬ گیرد. م

: y یا x راستای در شتاب در ضرب جرم با است برابر

τ = xFy − yFx =

= xm
(
d۲y/dt۲)− ym

(
d۲x/dt۲) . (۱۴ .۱۸)

ک  م  ی  ت م  ش  ت  ق درواق  ع ول  ͬ ب  اش  د س  اده ای ک  م  ی  ت م  ش  ت  ق ع  ب  ارت ای  ن ک  ه ͬ رس  د ن  م   ن  ظ  ر ب  ه اگ  رچ  ه ح  ال
اس  ت: xm (dy/dt) ym (dx/dt)

d

dt

[
xm

(
dy

dt

)
− ym

(
dx

dt

)]
= xm

(
d۲y

dt۲

)
+

(
dx

dt

)
m

(
dy

dt

)
−ym

(
d۲x

dt۲

)
−

(
dy

dt

)
m

(
dx

dt

)
= xm

(
d۲y

dt۲

)
− ym

(
d۲x

dt۲

)
.

(۱۵ .۱۸)

آن ͬ کنیم م توجه ”چیزی“ به ما پس است زمان با چیزی تغییر آهنگ گشتاور، که است درست این بنابراین
زاویه ای: تکانه ی ͬ نامیم، م L را آن ͬ کنیم: م نامͽذاری را

L = xm (dy/dt)− ym (dx/dt)

= xpy − ypx. (۱۶ .۱۸)

درست هم نسبیتͬ صورت به بالا در شده داده L برای دوم شͺل است، غیرنسبیتͬ ما کنونͬ بحث گرچه
با زاویه ای تکانه ی نظیر این و دارد وجود هم تکانه برای چرخشͬ نظیر ͷی که دریافته ایم ما پس است؛
نیرو مؤلفه های برحسب گشتاور فرمول شبیه دقیقاً که شده داده خطͬ تکانه ی مؤلفه های برحسب عبارتͬ
تکانه مماسͬ مؤلفه ی فقط بدانیم، محور ͷی حول را ذره ͷی زاویه ای تکانه بخواهیم ما اگر بنابراین است!
ͬ آید م حساب به زاویه ای تکانه که چیزی دیͽر عبارت به ͬ کنیم؛ م ضرب شعاع در را آن و ͬ گیریم م نظر در را
است. چرخش حال در مرکز حول مقدار چه بلͺه است شدن دور حال در مرکز از سریع چقدر که نیست این
شود، گسترده تر تکانه خط هرچه این بر علاوه ͬ آید. م حساب به زاویه ای تکانه برای تکانه مماسͬ بخش تنها
تفاوتͬ F یا شود نامیده P کمیت ͷی وقتͬ هندسه اصول چون همچنین و ͬ شود م بزرگتر زاویه ای تکانه
ذره!) بر وارد نیروی اهرمͬ بازوی همان (نه دارد وجود اهرمͬ بازوی ͷی بͽوییم که است صحیح ͬ کند، نم
برابر زاویه ای تکانه درنتیجه ͬ آید. م دست به محور تا قائم فاصله ی یافتن و تکانه خط دادن گسترش با که
گونه همان داریم زاویه ای تکانه برای فرمول سه ما پس تکانه. اهرمͬ بازوی در ضرب تکانه اندازه ی با است

داشتیم: گشتاور برای فرمول سه که

L = xpy − ypx

= rptang

= p · اهرم .بازوی (۱۷ .۱۸)
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دارد. بستگͬ ͬ شوند م انجام آن حول محاسبات که محوری مͺان به گشتاور مانند هم زاویه ای تکانه
ͬ گردد م خورشید حول که سیاره ͷی روی را بالا نتایج بیایید ذره ͷی از بیش برای عمل به اقدام از قبل
این قطعاً چیست؟ جسم روی گشتاور است. خورشید سمت به نیرو است؟ سو کدام به نیرو کنیم. اعمال
r بر قائم مؤلفه ی یا اهرمͬ بازوی در ضرب نیرو گشتاور بͽیریم. نظر در کجا را محور که دارد این به بستگͬ
گذرنده محور ͷی حول گشتاوری هیچ پس ندارد وجود ͬ ای مماس نیروی هیچ ولͬ است. r در ضرب نیرو
بماند. ثابت باید خورشید دور به گردش حال در سیاره ی زاویه ای تکانه نتیجه در ندارد! وجود خورشید از
بود خواهد ثابت شعاع، در ضرب جرم در ضرب سرعت مماسͬ مؤلفه ی معناست. چه به این ببینیم بیایید
برابر گشتاور مسئله این در و است گشتاور زاویه ای تکانه تغییر آهنگ و است زاویه ای تکانه همان این چون
شعاع در ضرب مماسͬ سرعت که معناست بدین این باشد. ثابت هم جرم که زمانͬ تا البته است؛ صفر با
نظر در را ∆t ͷکوچ زمان مقدار فهمیدیم سیاره ͷی حرکت برای ما که چیزیست این ولͬ است ثابت
جاروب را مساحتͬ چه ۱۸. ۳)؟ (شͺل ͬ کند م حرکت چقدر ͬ شود م جابه جا Q به P از وقتͬ سیاره بͽیرید؛
به OPQ بزرگتر بسیار مساحت با مقایسه در QQ′P ͷکوچ بسیار مساحت گرفتن نظر در بدون ͬ کند؟ م
در شده جاروب مساحت دیͽر عبارت به . OR همان یا ارتفاع در ضرب PQ با است برابر مساحت سادگͬ
تغییر آهنگ بنابراین بود. خواهد (۱٫۵ در (ضرب سرعت اهرمͬ بازوی در ضرب سرعت با برابر زمان واحد
زمان های در مساوی مساحت های قانون نتیجه در است. ثابت که است زاویه ای تکانه با متناسب مساحت
توسط گشتاوری هیچ که زمانͬ است، زاویه ای تکانه بقای قانون عبارت از لغوی توصیف ͷی کپلر مساوی

باشد. نشده ایجاد نیرو

زاویه ای تکانه بقای ۴ .۱۸
از جسم ͷی وقتͬ ͬ افتد م اتفاقͬ چه دارند وجود ذرات از زیادی تعداد که هنگامͬ کنیم فکر باید ما حال
که ͬ دانیم م ما البته است. شده ساخته بیرون از آنها بر وارد و آنها بین زیادی نیروهای با زیادی بخش های
بازوی در ضرب ذره امین i بر وارد نیروی هست (که ذره امین i روی گشتاور معینͬ ثابت محور هر حول
برابر ذره امین i زاویه ای تکانه که این و ذره آن زاویه ای تکانه تغییرات آهنگ با است برابر نیرو) آن اهرمͬ
هم با را ذرات همه ی های τi گشتاورها کنید فرض حال تکانه. اهرمͬ بازوی در ضرب تکانه اش با است
تکانه مجموع تغییر آهنگ با بود خواهد برابر گشتاور این سپس بنامیم. τ کل گشتاور را آن و کنیم جمع
طور همان دقیقا . L ͬ نامیم م کل زاویه ای تکانه ما که را جدیدی کمیت آن و ها Li ذرات تمام زاویه ای های
کلͬ گشتاور کلͬ L تغییر آهنگ گاه آن اجزاست. تمام زاویه ای های تکانه جمع جسم ͷی کلͬ تکانه ی که

است:

τ =
∑

τi =
∑ dLi

dt
=

dL

dt
. (۱۸ .۱۸)

همه ی و داخلͬ نیروهای آن همه ی است. پیچیده ای چیز کلͬ گشتاور که برسد نظر به است ممͺن حال
تا ͬ کنیم م استفاده نیوتون عکس العمل و عمل قاتون از ما ولͬ شوند. گرفته نظر در باید خارجͬ نیروهای
قرار مخالف جهت در و هم راستای در قطعاً آنها بلͺه برابرند عکس العمل و عمل تنها نه بͽوییم سادگͬ به
گشتاور دو سپس است). گفته را این ضمنͬ طور به او ولͬ باشد نگفته را این است ممͺن (نیوتون دارند.
برای اهرمͬ بازوی چون بود، خواهند هم مخالف و برابر متقابلشان تعامل از ناشͬ واکنش گر اجسام روی
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قابل نظریه ی ما نتیجه در و ͬ رسند م توازن به دو به دو داخلͬ گشتاورهای بنابراین برابرند. هم با محور هر
محور همان حول خارجͬ گشتاور با برابر محور هر حول کل زاویه ای تکانه ی تغییر آهنگ که داریم توجهͬ

است!
τ =

∑
τi = τext = dL/dt. (۱۹ .۱۸)

ͬ دهد م اجازه ما به که داریم ذرات بزرگ مجموعه های حرکت درباره ی قوی بسیار نظریه ی ͷی ما نتیجه در
کنیم. مطالعه بیندازیم، نگاه تشͺیلات درون جزئیات به باشیم مجبور که این بدون را فراگیرنده ای حرکت که

است. صحیح خیر، یا بدهند تشͺیل را صلب جسم ͷی خواه اجسام از مجموعه ای هر برای تئوری این
بر گشتاوری هیچ اگر است، زاویه ای تکانه پایستگͬ قانون بالا تئوری از برگرفته مهم بسیار موضوع ͷی

ͬ ماند. م باقͬ ثابت زاویه ای تکانه نکند اثر ذرات سیستم ͷی
که است جسمͬ که است صلب جسم ͷی درباره ی است اهمیت حائز بسیار که خاص مسئله ی ͷی
حال در و دارد ثابتͬ هندسͬ ابعاد که بͽیرید نظر در را جسم ͷی است. چرخش حال در و دارد معینͬ شͺل
زمان ها همه ی در هم با را مشابهͬ روابط جسم ͷی مختلف بخش های است. ثابت محور ͷی حول چرخش
و باشد mi اجزایش از ͬͺی جرم اگر کنیم. پیدا را جسم این زاویه ای تکانه کنیم تلاش بیایید حال دارند.
زاویه ای تکانه چون کنیم؛ پیدا را جزء آن زاویه ای تکانه که است این مسئله آنگاه ، (xi, yi) موقعیتش یا مͺان
در چرخش حال در که جسم ͷی برای جسم. در اجزا این تمام زاویه ای های تکانه جمع با است برابر کل
نیز سرعت و است محور از فاصله اش در ضرب سرعت در ضرب جرم قطعاً زاویه ای تکانه است دایره ͷی

محور: از فاصله در ضرب زاویه ای سرعت با است برابر
Li = miviri = mir

۲
iω, (۲۰ .۱۸)

ͬ آوریم: م دست به ها i اجزاء همه ی بستن جمع با یا

L = Iω, (۲۱ .۱۸)
که

I =
∑
i

mir
۲
i . (۲۲ .۱۸)

جایͽزین زاویه ای سرعت با سرعت سرعت. در ضرب جرم با است برابر تکانه که قانونیست نظیر این
نظیر که است گشته جایͽزین ͬ نامیم، م I دوران۱۲ͬ لختͬ را آن که جدید چیزی با جرم که ͬ بینیم م و شده
وجود اینرسͬ یا لختͬ چرخش، برای جسم ͷی در که ͬ گویند م (۲۲ .۱۸) و (۲۱ .۱۸) معادلات است. جرم
دو اگر بنابراین دارد. بستگͬ هم دارند فاصله محور از مقدار چه که این به بلͺه جرم ها بر تنها نه که دارد
ͬ شود م بیشتر دورانͬ لختͬ ͬ کنیم، م دورتر محور از را جسم ها ما که زمانͬ باشیم داشته مشابه جرم با جسم
سریع خیلͬ افتادن از M وزنه ی که جایی ͬ شود؛ م داده نشان ۴ .۱۸ شͺل در شده داده دستگاه سادگͬ این به
به ͷنزدی m جرم های ابتدا در بچرخاند. را سنگین بزرگ میله ی است مجبور چون است، شده داشته نگه
در m جرم دو گذاشتن با را دورانͬ لختͬ که زمانͬ و ͬ گیرد. م سرعت مشخصͬ آهنگ با M و محورند
ͬ گیرد م شتاب قبل از کمتری سرعت با M جسم که ͬ بینیم م آنگاه ͬ دهیم م تغییر محور از دورتر بسیار فاصله
سهم جمع است چرخش با مخالف اینرسͬ دورانͬ لختͬ دارد. چرخش برابر در بیشتری لختͬ جسم چون

محور. از فاصله شان مجذور در ضرب است جرم ها همه ی
12moment of inertia
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m

m

M

دارد. بستگͬ اجرام اهرم بازوی به چرخش“ برای ”اینرسͬ :۴ .۱۸ شͺل

گاه هیچ جسم ͷی جرم که است این است مهیج بسیار که دورانͬ لختͬ و جرم بین مهم تفاوت ͷی
چرخش قابل اصطͺاک بدون جایͽاه ͷی روی ما اگر کند. تغییر ͬ تواند م آن دورانͬ لختͬ ولͬ ͬ کند نم تغییر
نگه ͬ چرخیم م آرام که گونه همان دستانمان در را وزنه ای و داشته ایم نگه باز را دستانمان که حالͬ در بایستیم
ͬ کند؛ م تغییر ͬ مان دوران لختͬ کنیم مشاهده بیاوریم، بدنمان سمت به را بازوانمان اگر است ممͺن داریم،
گشتاور اگر ͬ افتد. م اتفاق فوق العاده چیز نوع همه ͬ دهیم، م انجام را کار این وقتͬ ͬ کند نم تغییر جرم اما
چرخش حال در ما آغاز در ͬ ماند. م ثابت ω در ضرب دورانͬ لختͬ زاویه ای تکانه گاه آن باشد صفر خارجͬ
بازوانمان کشیدن با را ͬ مان دوران لختͬ سپس بود. I۱ω۱ زاویه ای تکانه و I۱ بودیم بزرگͬ دورانͬ لختͬ با
تکانه بقای دلیل به باید که آمده وجود به ی Iω سپس دادیم. تغییر I۲ کوچͺتر مقدار به داخل سمت به
باید دهیم کاهش را دورانͬ لختͬ اگر یعنͬ این . I۱ω۱ = I۲ω۲ بنابراین بود. I۲ω۲ بماند، ثابت زاویه ای

دهیم. افزایش را زاویه ای سرعت
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