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۹ فصل

نيوتون حرکت قوانين

نيرو و تكانه ۱ .۹

نیوتون، از قبل بود. علم تاريخ در دراماتي لحظه ى حركت، قوانين يا ديناميك قوانين كشف
به وجود حرکت از کامل درک ر دی نيوتون از بعد اما بود معما يك سیارات، مثلا اجرام، حركت
حركت بود. محاسبه قابل هم سيارات اختلالات از ناش كپلر، قوانين ريز انحرافات حت بود. آمده
تحلیل قابل کاملا نیوتون قوانین معرف از بعد همه مشابه، موارد و فنر و وزنه نوسانگرهای آونگ ها،
م كند، حركت ونه چ فنر به متصل جرم كه كنيم محاسبه نم توانستيم فصل اين از قبل بودند.
محاسبه م توانستيم كمترى خيل ميزان به را زحل و مشترى از ناش اورانوس سياره ى انحرافات
م توانیم ه بل بود، خواهیم نوسانگر جرم حرکت محاسبه ی به قادر تنها نه ما فصل اين از بعد كنيم.

کنیم. محاسبه نیز را اورانوس سیاره روی زحل و مشتری از ناش انحرافات

اگر شد: حاصل حرکت فهم در بزرگ پیشرفت کرد، کشف را لخت قانون که هنگام گالیله
با راست خط روی خودش حرکت به نشود، ایجاد آن در اختلال و شود رها خودش حال به جسم
درست اگر م ایستد، بی حرکت یا و بوده؛ حرکت حال در آن از قبل اگر م دهد، ادامه ثابت سرعت
اگر مثلا نم دهد. روی طبیعت در هرگز موقعیت این البته باشد. بوده ایستاده بی حرکت آن از قبل
خودش حال به کنده که است اینجا مسئله اما م شود، متوقف بدهیم، سر میز ی روی را کنده ی
کامل تصور ی به نیاز درست قانون یافتن برای است. میز با اک اصط ایجاد حال در و نشده رها

شد. ارائه گالیله توسط تصور این و بود

سرعتش جرم ی ونه چ اینکه فهمیدن برای است قانون است، نیاز مورد که ری دی چیز البته
سه نیوتون است. نیوتون کار نتیجه ی آن که م دهد؛ تغییر م گذارد، تأثیر رویش چیزی وقت را،
قانون شد. داده توضیح که بود گالیله لخت اصل از محض بازنویس ی اول قانون نوشت: قانون

۱
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تغییر نیروها، مختلف، اثرات تحت سرعت ونه چ اینکه تعیین برای داد ارائه خصوص به راه دوم
اینجا بپردازیم. آن به ر دی زمان در باید که م کند؛ توصیف حدی تا را نیروها سوم، قانون م کند.
تغییر طریق این به نیروها توسط جرم ی حرکت م کند بیان که کنیم مطرح را دوم قانون تنها باید ما

ریاض ل ش به زودی به را این نیرو. با است متناسب زمان بر تکانه نام به کمیت تغییر نرخ م کند:
دهیم. شرح را ایده ابتدا دهید اجازه اما کرد، خواهیم بیان

همه شان که م شوند استفاده فیزی در زیادی لغات نیست. تندی همان حرکت) (اندازه تکانه
باشند. نداشته روزمره زبان در دقیق معان چنان است ن مم هرچند دارند دقیق معان فیزی در
فشار دستانمان با ما اگر کنیم. تعریف دقیق طور به را آن باید ما و است موارد این از ی هم تکانه
جرم به اندازه همان به دقیقاً اگر م کند. حرکت راحت به کنیم، اعمال سب جرم ی روی معین
در م کند. حرکت کندتر خیل است، سنگین تر خیل معمول معنای به که کنیم، وارد فشار ری دی
و وزن بین تفاوت زیرا دهیم تغییر پرجرم تر و کم جرم تر به سنگین و سب از را لغات باید ما واقع

ی بیاید، در حرکت به م تواند سخت چقدر (اینکه شد. متذکر باید که دارد وجود جرم ی لخت
روی معمولا و متناسب اند هم با لخت و وزن ری.) دی مسئله ی دارد وزن چقدر اینکه و است مسئله
دانشجو در مهم سردرگم ایجاد باعث که م شوند گرفته نظر در برابر عددی نظر از زمین سطح
تغییری لخت بر غلبه برای لازم نیروی میزان اما بود خواهند متفاوت وزن ها مریخ روی م شود.

کرد. نخواهد
م کنیم اندازه گیری را جرم و م کنیم، استفاده لخت برای کم معیاری عنوان به جرم لفظ از ما
لازم نیروی مقدار اندازه گیری و دایره ی روی ثابت سرعت با جرم چرخاندن از استفاده با مثلا
دست به هرچیز جرم عنوان به را مشخص مقدار روش این در ما دایره. همان روی داشتنش نگه برای
دوم قانون نتیجه در آن. سرعت و آن جرم است: قسمت دو حاصل جرم ی تکانه ی حال م آوریم.

شود: نوشته اینگونه م تواند ریاض زبان به نیوتون

F =
d

dt
(mv) (۱ .۹)

بسیاری از ما این، مثل قانون هر نوشتن در گیرد. قرار توجه مورد باید که دارد وجود نکته چند حال
هستند. قانونمان به آمیخته تقریباً ابتدا از که م کنیم استفاده فرضیات و مفاهیم ، حس ایده های از
تلاش اگر اما کنیم. مطالعه را کمیت هر دقیق معنای بیشتری، جزئیات با و برگردیم باید بعداً شاید
چیزها بعض ابتدا در پس شد. خواهیم سردرگم احتمالا دهیم، انجام زود خیل را کار این که کنیم
نیست، ثابت واقعاً جسم جرم اینکه وجود با است؛ ثابت جسم جرم اولا، م گیریم. نظر در بدیه را

زمان ادامه، در و م کنیم شروع است، ثابت همیشه جسم جرم آن در که نیوتون تقریب  با ما ول
نیوتون توسط ایده ها این البته م شود. جمع باهم نیز آن ها جرم م کنیم، اضافه هم به را جسم دو که
جرم کنید فرض مثال برای هستند. بی معن وگرنه م نوشت را معادلاتش او که شدند مطرح وقت



۳ سرعت و تندی .۲ .۹

شرایط هیچ تحت هرگز (تکانه) حرکت اندازه صورت آن در م کرد، تغییر سرعت تغییرات عکس
همراه جرم ونه چ م دانستید شما اینکه از غیر نداشت معنایی مذکور قانون نتیجه در و نم کرد تغییر

نم کند. تغییر جرم م گوییم، ابتدا در پس م کند. تغییر سرعت
نوع را نیرو ما حس تقریب ی عنوان به دارد. وجود نیرو درباره ی تعریف چندین اینکه سپس

حرکت درباره ی را قانون این که حالا اما م کنیم، وارد عضلاتمان توسط که م دانیم کشش یا فشار
این که است این توجه قابل نکته ی مهم ترین کنیم. تعریف دقیق تر و صحیح تر را آن م توانیم داریم،
باشد، ثابت جرم اگر دربرم گیرد. نیز را آن جهت سرعت، یا تکانه اندازه ی تغییرات بر علاوه ارتباط

شود نوشته گونه این م تواند (۱ .۹) معادله ی پس

F = m
dv

dt
= ma. (۲ .۹)

تغییر با شده اعمال نیروی ی اثر اینکه از نیوتون دوم قانون و است سرعت تغییر آهنگ a شتاب
نیرو جهت و سرعت تغییر جهت م گوید همچنین م گوید، بیشتر م کند، تغییر معکوس طور به نیرو
بین در آن رایج معنای به نسبت شاب، سرعت، در تغییر که بدانیم باید ما نتیجه در برابرند. هم با
کند شونده یا تند شونده م تواند حرکت حال در جرم ی سرعت دارد: گسترده تری معنای عموم،
تغییر با اساساً اینکه یا کند تغییر م گیرد) شتاب منف تندشوندگ با یعن است، کند شونده (وقت

بررس مورد سرعت بر عمود شتاب عنوان با ۷ فصل در که چیزی همان کند. تغییر حرکت، جهت
t در ،R شعاع به دایره ای روی v معین سرعت با حرکت حال در جرم که دیدیم آنجا گرفت. قرار
نتیجه در م کند. پیدا انحراف دایره سمت به راست خط از ۱

۲(v
۲/R)t۲ اندازه ی به کوچ های

داریم را زیر فرمول حرکت بر عمود شتاب برای

a = v۲/R, (۳ .۹)

انحنایی شعاع با م شود، منحن مسیر ی روی جسم حرکت باعث سرعت بر عمود نیروی این و
م آید. به دست بالا معادله ی در جرم بر نیرو تقسیم از حاصل شتاب جاگذاری از که

سرعت و تندی ۲ .۹

دهیم. ارائه سرعت و تندی لغات برای را بهتری تعریف باید کنیم، دقیق تر را کلاممان اینکه برای
در اما هستند. سان ی دو این رایج زبان در و م انگاریم سان ی را سرعت و تندی ما معمول به طور
و کرده انتخاب مفهوم دو دادن تمییز برای را واژه دو که کرده ایم استفاده ان ام این از ما ، فیزی
تصمیم ⁃که تندی از است، جهت و بزرگ دارای همزمان که را سرعت دقت به ما گیریم. کار به
م توانیم م دهیم. تمییز شود⁃ آن جهت شامل آنکه بدون بدهد را سرعت بزرگ معنای تنها م گیریم
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y

z

∆x
∆y

∆z

∆s

جسم. ی از کوچ جابه جایی :۱ .۹ ل ش

دقیق تر زمان، تغییر با جسم ی z و y ،x مختصه های تغییر ونگ چ توصیف از استفاده با را این
است حرکت حال در جسم ی معین لحظه ی ی در که کنید تصور مثال برای کنیم. فرمول بندی
فاصله ی ،∆t شده داده زمان بازه ی ی در جسم این شده). داده نشان ۱ .۹ ل ش در که چیزی (مانند
نهایی تأثیر کرد. خواهد ط را z راستای در ∆z و y راستای در ∆y ،x راستای در ∆x مشخص
و ∆y ،∆x اضلاعش که است السطوح متوازی قطر روی ∆s جابجایی مختصه، سه این تغییرات
است ∆t در سرعت x مؤلفه ی حاصل ضرب برابر ∆x جابجایی سرعت، خصوص در هستند. ∆z

داریم: ∆z و ∆y برای مشابه به طور و

∆x = vx∆t, ∆y = vy ∆t, ∆z = vz ∆t. (۴ .۹)

نیرو و شتاب سرعت، مؤلفه های ۳ .۹

راستای در یا و y راستای در ،x راستای در سریع چقدر جرم اینکه گفتن با (۴ .۹) معادله ی در
را سرعت قائم مؤلفه ی سه عددی مقادیر اگر کردیم. خُرد جزءهایی به را سرعت م کند، حرکت z

م شود: مشخص کاملا جهت و اندازه نظر دو هر از سرعت باشیم، داشته

vx = dx/dt, vy = dy/dt, vz = dz/dt. (۵ .۹)

با است برابر جرم تندی طرف از

ds/dt = |v| =
√
v۲
x + v۲

y + v۲
z . (۶ .۹)

نشان ۲ .۹ ل ش در که آنچه مطابق سرعت اندازه و جهت نیرو، ی اعمال اثر در کنید فرض ادامه در
اگر کنیم، تحلیل ساده تر نسبتاً را پیچیده ظاهر به موقعیت این م توانیم ما کند. تغییر است، شده داده



۵ نیرو و شتاب سرعت، مؤلفه های .۳ .۹

x

y

z

م شود. جهت هم و اندازه در هم تغییر به منجر که سرعت در تغییری :۲ .۹ ل ش

زمان در سرعت x راستای مؤلفه ی در تغییر کنیم. بررس را سرعت z و y ،x مؤلفه های تغییرات
م خوانیم. شتاب x مؤلفه را آن که است چیزی اینجا در ax که ،∆vx = ax∆t با است برابر ∆t

را نیوتون دوم قانون روابط این در .∆vz = az∆t و ∆vy = ay∆t که م بینیم مشابه به طور
این به داریم مجزا قانون سه واقع در است، شتاب که است جهت همان در نیرو م گوید که م بینیم

با: است برابر z و y ،x راستاهای در نیرو مؤلفه های که معن

Fx = m(dvx/dt) = m(d۲x/dt۲) = max,

Fy = m(dvy/dt) = m(d۲y/dt۲) = may ,

Fz = m(dvz/dt) = m(d۲z/dt۲) = maz .

(۷ .۹)

محور سه روی را آن ها جهت و اندازه که پاره خط هایی از استفاده با که شتاب و سرعت مانند درست
معین مؤلفه های توسط هم، خاص جهت در نیرو ی م شوند، خرد مؤلفه سه به م کنند، مشخص

م شود: مشخص z و y ،x راستای در

Fx = F cos (x, F ),

Fy = F cos (y, F ),

Fz = F cos (z, F ),

(۸ .۹)

برای ترتیب همین به و F جهت و xها محور بین زاویه ی (x, F ) و است نیرو بزرگ F اینجا در
بقیه.

ی بر وارد نیروهای ما اگر است. آمده کامل ل ش به (۷ .۹) معادله ی در نیوتون دوم قانون
روی از را جرم آن حرکت م توانیم آنگاه کنیم، تجزیه z و y ،x مؤلفه های به را آن ها و بدانیم را جرم
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z و y راستاهای در کنید فرض یریم. ب نظر در را ساده ای مثال دهید اجازه آوریم. به دست معادلات
(۷ .۹) معادله ی است. عمودی به صورت و x راستای در موجود نیروی تنها ندارد، وجود نیرویی هیچ

افق راستای در تغییری هیچ اما م آید وجود به تغییری سرعت عمودی راستای در که م گوید ما به
جسم ی ببینید). را ۳ ⁃۷ ل (ش شد داده شرح ۷ فصل در خاص دستگاه با مطلب این نداریم.
عمودی راستای در که حال در م کند، حرکت افق راستای در تغییری هیچ بدون سقوط، حال در
در حرکت ها ر، دی بیان به م کرد. حرکت م بود، هم صفر افق حرکت اگر که م کند حرکت چنان

نباشند. مرتبط هم به نیروها اگر البته مستقل اند؛ هم از z و y ،x راستاهای

چیست؟ نیرو ۴ .۹

م گویند ما به که قوانین باشیم؛ داشته نیرو برای فرمول چند باید نیوتون قوانین از استفاده برای
پیدا را آن باید که است کار در کنش است، گرفتن شتاب حال در جرم اگر کنید. توجه نیروها به
نیوتون باشد. نیرو برای قوانین کردن پیدا باید حرکت ها دینامی بررس ادامه ی در ما هدف کنیم.
داده ارائه نیرو برای را مشخص فرمول او گرانش، مورد در رفت. پیش مثال چند ارائه ی تا خودش
ما اختیار در اطلاعات مقداری حداقل سومش قانون واسطه ی به ر دی نیروهای مورد در و است
عکس العمل و عمل برابری لزوم از و کرد خواهیم بررس را قانون این بعدی فصل در که داده قرار
سطح به نزدی اجرام بر وارد نیروهای دهیم، گسترش را قبلیمان مثال ذارید ب فعلا گفت. خواهیم
جسم جرم به بستگ گرانش، از ناش عمود، جهت در نیروی زمین، سطح نزدی کدام اند؟ زمین
است: ارتفاع از مستقل تقریباً ،R زمین کره ی شعاع با مقایسه در ارتفاع بودن پایین شرط به و دارد
گرانش قانون نتیجه در م شود. خوانده گرانش شتاب g = GM

R۲ اینجا در که F = GmM
R۲ = mg

حاصل ضرب با است برابر و است عمودی جهت در نیرو است؛ جرم به وابسته وزن که م گوید ما به
توجه جالب حرکت است. ثابت سرعت با افق جهت در حرکت که م یابیم در هم باز .g در جرم

م گوید نیوتون دوم قانون و است عمودی جهت در

mg = m(d۲x/dt۲). (۹ .۹)

این البته .g با است برابر و ثابت x راستای در شتاب که م فهمیم کنیم، حذف طرف دو از را m اگر
معادله های: به م شود منجر که است گرانش تحت آزاد سقوط مشهور قانون

vx = v۰ + gt,

x = x۰ + v۰t+
۱
۲gt

۲. (۱۰ .۹)

نیرویی که هستیم (۳ .۹ ل (ش وسیله ای ساختن به قادر کنیم فرض دهید اجازه ر، دی مثال عنوان به
نگیریم⁃که نظر در را گرانش ما اگر فنر. ی ⁃ م کند اعمال مخالف جهت در و فاصله با متناسب
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m

x
تعادل ان م

فنر. به متصل جرم :۳ .۹ ل ش

صحبت ر دی نیروهای درباره ی تنها و است⁃ گذاشته سیستم در را خود اثر فنر اولیه کشیدگ با البته
که حال در م کشد، بالا سمت به را آن فنر شیم، ب پایین سمت به را جرم اگر که م بینیم کنیم،
شده طراح دقت به ماشین این م دهد. هلش پایین سمت به فنر بفشاریم، بالا سمت به را آن اگر
با متناسب دقیقاً بود، خواهد بزرگتر پایین به رو نیروی دهیم، فشار بالا به را جسم بیشتر هرچه و
را جرم چقدر اینکه با است متناسب مشابه به طور بالا سمت به نیروی و تعادل، موقعیت از فاصله
– م بینیم را زیباتری نسبتاً حرکت کنیم، تماشا را ماشین این حرکت دینامی اگر کشیده ایم. پایین
توصیف درست به را حرکت این نیوتون معادلات آیا که است این سؤال ... و پایین بالا، پایین، بالا،
جرم این که کنیم محاسبه دقت به ،(۷ .۹) نیوتون قانون از استفاده با م توانیم آیا ببینیم کرد؟ خواهد

است این معادله ف الحال م کند. حرکت ونه چ متناوب نوسان این با

− kx = m(dvx/dt). (۱۱ .۹)

اگر م کند. تغییر x با متناسب آهنگ با x راستای در سرعت که هستیم مواجه موردی با اینجا
مقیاس یا که کنیم تصور باید پس داد، نخواهد ما به خاص اطلاعات داریم، نگه را عددی ثابت های
کنیم سع باید پس م شویم. مواجه k/m = ۱ با که آمده واحدها سر بر بلایی یا کرده تغییر زمان

کنیم حل را معادله این

dvx/dt = −x. (۱۲ .۹)

است. ان م تغییر نرخ سرعت، م دانیم که البته و چیست vx که بدانیم باید رفتن پیش برای

دینامی معادلات معن ۵ .۹

داده زمان در کنید فرض م دهد. معنایی چه (۱۲ .۹) معادله که کنیم بررس دهید اجازه حال
سرعت t + ϵ بعد زمان اندک در باشد. داشته را x ان م و vx معین سرعت ما، جسم ،t شده ی
آنگاه است. شده حل مسئله مان دهیم، پاسخ را سوال این بتوانیم اگر چیست؟ آن ان م موقعیت و
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چه ر دی لحظات و اول لحظه در کنیم محاسبه و کرده شروع شده داده ابتدایی حالت با م توانیم
لحظه ی در کنید فرض خاص طور به م کنیم. مشخص تدریج به را حرکت طریق این به م دهد. رخ
هر در x = ۰ از غیر به زیرا م کند؟ حرکت جرم چرا اصلا .vx = ۰ و x = ۱ داریم t = ۰
که همانطور نتیجه در بالاست. سمت به نیرو آن ،x > ۰ اگر م شود. وارد آن بر نیرو ی موقعیت
جرم که وقت م کند. تغییر به شروع است صفر ابتدا در که سرعت م کند، پیش بین حرکت قانون
ادامه ترتیب همین به و م کند بالا سمت به حرکت به شروع همزمان م کند، گرفتن سرعت به شروع
بر t + ϵ زمان در را موقعیت م توانیم باشد، کوچ خیل ϵ اگر t زمان هر ازای به حال م دهد.

کنیم. مشخص ،t زمان در آن سرعت و t زمان در جسم ان م حسب

x(t+ ϵ) = x(t) + ϵvx(t). (۱۳ .۹)

هم صفر به کردن میل حد در اپسیلون اگر اما است. دقیق تر تساوی این باشد، تر کوچ ϵ هرچه
م توان چه سرعت با رابطه در حال است. دقیق کاف اندازه به همچنان بالا تساوی نباشد، کوچ
بدانیم داریم نیاز (t+ ϵ زمان در (سرعت آوریم دست به را سرعت ان، م از بعد اینکه برای گفت؟
است جایی اینجا، کنیم؟ پیدا است قرار ونه چ را شتاب و شتاب! م کند، تغییر ونه چ سرعت
چیست. شتاب که م گوید ما به دینامی قانون م شود. ما بازی وارد حرکت ها دینامی قانون که

است ان م x مؤلفه ی منف برابر شتاب که م گوید

vx(t+ ϵ) = vx(t) + ϵax(t) (۱۴ .۹)

= vx(t)− ϵx(t). (۱۵ .۹)

که است شتاب حضور دلیل به سرعت م گوید و است؛ حرکت حوزه ی در صرفاً (۱۴ .۹) معادله
م گوید و م سازد مرتبط نیرو به را شتاب زیرا است، دینامی (۱۵ .۹) معادله ی اما م کند. تغییر
نتیجه در کنید. شتاب زین جای را −x(t) م توانید خاص، مسئله ی این برای خاص لحظه ی این در
موقعیت و سرعت که داشت خواهیم را شتاب آنگاه بدانیم، مشخص زمان در را v و x دوی هر اگر
به نیرو، اعمال اثر در سرعت م کنند. کار ل ش این به دستگاه ها داد. خواهد ما به را جدید ان م

داشت. خواهد را کم تغییرات هم ان م سرعت وجود با و م کند تغییر کم مقدار

معادلات عددی حل ۶ .۹

را محاسباتمان اینکه از بعد .ϵ = ۰٫۱۰۰s که کنید فرض م پردازیم. مسئله این حل به حال
و بازگردیم باید احتمالا نیست، کوچ کاف اندازه ی به مقدار این که شویم متوجه اگر دادیم، انجام
کنیم، شروع x(۰) = ۱٫۰۰ اولیه ی مقدار با اگر دهیم. انجام دوباره ϵ = ۰٫۰۱۰s با را محاسبات
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ضرب است) صفر (که سرعت علاوه ی به x(۰) قبل ان م با است برابر بود؟ خواهد چه x(۰٫۱)
نکرده حرکت به شروع ما جسم هنوز زیرا است ۱٫۰۰ برابر همچنان x(۰٫۱) نتیجه در ثانیه. ۰٫۱۰ در
ϵ علاوه ی به v(۰) = ۰ سابق سرعت با بود خواهد برابر ۰٫۱۰ ثانیه در جدید سرعت اما است.

نتیجه در .−x(۰) = −۱٫۰۰ با است برابر شتاب شتاب. در ضرب

v(۰٫۱) = ۰٫۰۰ − ۰٫۱۰ × ۱٫۰۰ = −۰٫۱۰.

۰٫۲۰ ثانیه ی در حال

x(۰٫۲) = x(۰٫۱) + ϵv(۰٫۱)

= ۱٫۰۰ − ۰٫۱۰ × ۰٫۱۰ = ۰٫۹۹

و
v(۰٫۲) = v(۰٫۱) + ϵa(۰٫۱)

= −۰٫۱۰ − ۰٫۱۰ × ۱٫۰۰ = −۰٫۲۰.

است کاری تنها این و کنیم محاسبه را حرکت بقیه ی م توانیم بعدی، زمان های در ترتیب همین به و
م توانیم آن ها از استفاده با که دارند وجود ترفندهایی خاص، مقاصد برای اگرچه نیم. ب باید که
را حرکت نم توانیم دهیم، ادامه کره ایم شروع که همانطور را محاسبه این اگر ببریم. بالا را دقت
تری کوچ زمان بازه ی ناگزیریم و نیست خوبی انتخاب ϵ = ۰٫۱۰۰s زیرا کنیم تشریح خوبی به
از زیادی حلقه های معقول، زمان بازه ی ی برای آنگاه .ϵ = ۰٫۰۱s مثال عنوان به برگزینیم، را
چندان نه بازه ی همان از استفاده با که کنیم مدیریت گونه ای به را کار باید پس است. لازم محاسبات
تغییر که شرط به اما است ن مم کار این دهیم. افزایش را محاسباتمان دقت ،ϵ = ۰٫۱۰s کوچ

باشیم. داشته تحلیل فن در زیرکانه ای

اما سرعت. در ضرب ϵ زمان بازه ی علاوه ی به سابق ان م با است برابر جدید ان م که دیدیم
آن ر. دی مقداری آن پایان در و است مقدار ی زمان بازه ی ابتدای در سرعت ؟ زمان چه در سرعت
سرعت هم باز بدانیم، را فعل سرعت اگر است. میانگین سرعت از استفاده گفتیم، که زیرکانه تغییر
ما یافت. نخواهیم صحیح پاسخ محاسبات در فعل سرعت از استفاده با پس است. تغییر حال در
باید هم سرعت خود درباره ی کنیم. استفاده بازه انتهای سرعت و ابتدا سرعت بین سرعت از باید
کنیم استفاده میانگین شتاب از باید سرعت، تغییرات محاسبه ی برای کنیم. لحاظ را نکته ای چنین

معادلات نتیجه در کرد. خواهیم پیدا را سرعت هایشان که است زمان هایی مابین زمان به متعلق که
به قبل ان م با است برابر بعدی لحظه ی ان م بود: خواهند این شبیه چیزی کنیم، استفاده باید که
برابر میان نقطه ی این در سرعت مشابه، به طور بازه. میان لحظه ی در سرعت در ضرب ϵ علاوه
زمان در شتاب در ضرب ϵ علاوه ی به است) قبل بازه ی وسط (که قبل تر ϵ زمان در سرعت با است
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۰

۰٫۵

۱٫۰
x

۰٫۵ ۱٫۰ ۱٫۵ t (ثانیه)

فنر. به متصل جرم ی حرکت نمودار :۴ .۹ ل ش

بود خواهند ل ش این به معادلات پس .t

x(t+ ϵ) = x(t) + ϵv(t+ ϵ/۲),

v(t+ ϵ/۲) = v(t− ϵ/۲) + ϵa(t),

a(t) = −x(t).

(۱۶ .۹)

.v(−ϵ/۲) نه داریم را v(۰) فقط آغاز در چیست؟ v(ϵ/۲) م ماند: باق کوچ مسئله ی ی فقط
، عبارت به کنیم، استفاده خصوص به معادله ی از باید کنیم، شروع را محاسباتمان اینکه برای

.v(ϵ/۲) = v(۰) + (ϵ/۲)a(۰)

مرتب جدول ی فرم به را کارمان روند ، راحت برای ببریم. پیش را محاسباتمان که آماده ایم حال
همان طور سرعت، برای میان خطوط و شتاب، و سرعت ان، م زمان، برای ستون هایی با م کنیم،
مقادیر نمایش برای است ساده ای راه فقط البته جدول چنین شده است. داده نشان ۱ .۹ جدول در که
نوشته معادلات خود نیست لازم هرگز واقع در و (۱۶ .۹) معادلات سری از آمده به دست عددی
از خوبی بسیار تصور جدول این م کنیم. پر تک تک را جدول این مخلتف فضاهای فقط ما شوند.
(علامت م گیرد سرعت تندشونده کم ابتدا م کند، شروع ون س حالت از م دهد: ما به حرکت
دارد همچنان جرم اما م شود کمتر کم شتاب بعد م شود. کم تعادل نقطه از فاصله اش و ( منف
در x = ۰ از که وقت تا م گیرد، سرعت کندتر و کندتر م رود، پیش هرچه اما م گیرد. سرعت
ادامه حرکت به جرم که کنیم پیش بین م توانیم راحت خیال با ما م گذرد. ثانیه t = ۱٫۵۰ حدود
نتیجه در مثبت. شتاب، و شد خواهد منف x ان م باشد؛ ر دی جهت در باید بار این ول داد خواهد
۴ .۹ ل ش در که چیزی است، جالب x = cos t تابع با اعداد این مقایسه ی م شود. کم تندی
که دید خواهیم بعداً دارد! وجود توافق محاسباتمان در شده اندازه گیری رقم سه تا شده است. انجام
قدرت از تأثیرگذار و مفید تصویر ی این اما است، حرکتمان معادله ی ریاض دقیق حل x = cos t

بدهند. صحیح نتیجه ی چنین م توانند ساده ای، محاسبات چنین که است عددی تحلیل
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:۱ .۹ جدول
dvx/dt = −x پاسخ

ϵ = ثانیه۰٫۱۰ : زمان بازه

ax vx x t

−۱٫۰۰۰ ۰٫۰۰۰ ۱٫۰۰۰ ۰٫۰
−۰٫۰۵۰

−۰٫۹۹۵ ۰٫۹۹۵ ۰٫۱
−۰٫۱۵۰

−۰٫۹۸۰ ۰٫۹۸۰ ۰٫۲
−۰٫۲۴۸

−۰٫۹۵۵ ۰٫۹۵۵ ۰٫۳
−۰٫۳۴۳

−۰٫۹۲۱ ۰٫۹۲۱ ۰٫۴
−۰٫۴۳۵

−۰٫۸۷۷ ۰٫۸۷۷ ۰٫۵
−۰٫۵۲۳

−۰٫۸۲۵ ۰٫۸۲۵ ۰٫۶
−۰٫۶۰۵

−۰٫۷۶۴ ۰٫۷۶۴ ۰٫۷
−۰٫۶۸۲

−۰٫۶۹۶ ۰٫۶۹۶ ۰٫۸
−۰٫۷۵۱

−۰٫۶۲۱ ۰٫۶۲۱ ۰٫۹
−۰٫۸۱۴

−۰٫۵۴۰ ۰٫۵۴۰ ۱٫۰
−۰٫۸۶۸

−۰٫۴۵۳ ۰٫۴۵۳ ۱٫۱
−۰٫۹۱۳

−۰٫۳۶۲ ۰٫۳۶۲ ۱٫۲
−۰٫۹۴۹

−۰٫۲۶۷ ۰٫۲۶۷ ۱٫۳
−۰٫۹۷۶

−۰٫۱۶۹ ۰٫۱۶۹ ۱٫۴
−۰٫۹۹۳

−۰٫۰۷۰ ۰٫۰۷۰ ۱٫۵
−۱٫۰۰۰

+۰٫۰۳۰ −۰٫۰۳۰ ۱٫۶
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سیاره ای حرکت های ۷ .۹

دور به سیاره ی حرکت م توانیم آیا اما زیباست بسیار نوسانگر فنر ی حرکتِ از بالا تحلیل
را بیض ی از تقریبی سیاره، مدار برای م توانیم آیا ببینیم دهید اجازه کنیم؟ تحلیل را خورشید
آن حرکت از بتوانیم تا است؛ سنگین بی نهایت خورشید که کنیم فرض باید ابتدا آوریم. به دست
در معین سرعت با و کرده حرکت به شروع معین ان م از سیاره ی کنید فرض کنیم. نظر صرف
از استفاده با کنیم سع باید ما و م گردد خورشید دور به منحن ای روی سیاره است. حرکت حال
داده زمان ی در ونه؟ چ چیست. منحن آن که کنیم تبیین نیوتون، گرانش قانون و حرکت قوانین
شود، نامیده r ان م این تا خورشید شعاع فاصله ی اگر دارد. قرار فضا از ان م در سیاره شده،
برابر که م شود وارد سیاره به داخل سمت به نیرویی ی گرانش قانون اساس بر که م دانیم آنگاه
برای فاصله. مربع بر تقسیم سیاره جرم در خورشید جرم ضرب حاصل در ضرب ثابت، ی با است
مؤلفه های به باید احتمالا م شود. ایجاد شتابی چه نیرو این اثر در که دریابیم باید کامل تر تحلیل

ی در را سیاره ان م اگر نتیجه در م نامیم. y و x را آن ها که باشیم داشته نیاز راستا دو در شتاب
در چون است صفر همیشه z که کنیم فرض (باید کنیم مشخص y و x ارائه ی با شده، داده زمان
وجود ری دی چیز باشد، نداشته وجود vz اولیه ی سرعت هیچ اگر و ندارد وجود نیرویی z راستای
خورشید به را سیاره که خط راستای در نیرو کند)، کمتر یا بیشتر صفر از را z که داشت نخواهد

شده است. داده نشان ۵ .۹ ل ش در که چیزی مانند م شود، وارد م کند، وصل
افق فاصله ی نسبت با است برابر کل نیروی به نیرو افق مؤلفه ی نسبت ل، ش این به توجه با

خواهیم پس است. منف Fx باشد، مثبت x اگر همچنین هستند. متشابه مثلث دو r⁃چون وتر به x
دینامی قانون از حال .Fx = −|F |x/r = −GMmx/r۳ یا و Fx/|F | = −x/r داشت

راستای در سرعتش تغییر نرخ در ضرب سیاره جرم با است برابر نیرو مؤلفه ی این م کنیم، استفاده
م آوریم به دست را قوانین این نتیجه در .x

m(dvx/dt) = −GMmx/r۳,

m(dvy/dt) = −GMmy/r۳,

r =
√
x۲ + y۲.

(۱۷ .۹)

کنیم فرض باید عددی، کار کردن آسان برای دوباره کنیم. حل باید که هستند معادلات این ها حالا،
داشته و باشد) یار ما با بخت (یا باشند شده تنظیم هم با خوبی به خورشید جرم یا زمان واحد که
y = ۰٫۰۰۰ و x = ۰٫۵۰۰ سیاره اولیه ی ان م که م کنیم فرض مثال، برای .GM ≡ ۱ باشیم
انجام را محاسبه ونه چ حال باشد. y راستای در ۱٫۶۳۰۰فقط اندازه ی با سرعت آغاز، در و باشد
و vx x؛ راستای در سرعت ،x موقعیت زمان، برای ستون هایی با م سازیم جدول دوباره دهیم؟
راستای در شتاب و سرعت ان، م برای ستون سه کننده، جدا دوخط با بعد ،ax x؛ راستای در شتاب
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خورشید x

y
Fx سیاره (x, y)

FyF

سیاره ی روی بر گرانش نیروی :۵ .۹ ل ش

که م گوید ما به معادله این داشت؛ خواهیم نیاز (۱۷ .۹) معادله ی به شتاب آوردن به دست برای .y
r آن در که −y/r۳ با است برابر y راستای در شتاب و −x/r۳ با است برابر x راستای در شتاب
انجام ترتیب این به را کم محاسبات باید ما شده داده y و x با پس است. x۲ + y۲ دوم ریشه ی
سرعت دو محاسبه ی آماده ی بعد و آید دست به r که یریم ب را مربعات جمع حاصل جذر دهیم،
عبات م مربعات، از جدول از استفاده با کار این است. مفید r۳/۱نیز محاسبه ی همچنین شویم،
۱/r۳ در را x است لازم فقط صورت این در گیرد. صورت راحت تر م تواند نسبتاً معکوس ها، و

م دهیم. انجام محاسبه خط کش روی که کاری همان کنیم، ضرب

مقادیر و ϵ = ۰٫۱۰۰ زمان بازه های از استفاده با م رود، پیش زیر مراحل با حالا محاسباتمان
:t = ۰ در اولیه

x(۰) = ۰٫۵۰۰ y(۰) = ۰٫۰۰۰

vx(۰) = ۰٫۰۰۰ vy(۰) = +۱٫۶۳۰

۱٫۰−خورشید −۰٫۵ ۰٫۵ x

۰٫۵

y

t = ۰

t = ۰٫۵
t = ۱٫۰

t = ۱٫۵

t = ۲٫۰

خورشید. به دور سیاره ی از شده محاسبه حرکت :۶ .۹ ل ش
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:۲ .۹ جدول
.r =

√
x۲ + y۲ ،dvy/dt = −y/r۳ ،dvx/dt = −x/r۳ پاسخ

ϵ = ۰٫۱۰۰ : زمان بازه
t = ۰ در y = ۰ x = ۰٫۵ vx = ۰ vy = ۱٫۶۳ مدار

۱/r۳ r ay vy y ax vx x t
۸٫۰۰۰ ۰٫۵۰۰ ۰٫۰۰۰ ۰٫۰۰۰ −۴٫۰۰۰ ۰٫۵۰۰ ۰٫۰

۱٫۶۳۰ −۰٫۲۰۰
۷٫۶۷۷ ۰٫۵۰۷ −۱٫۲۵۱ ۰٫۱۶۳ −۳٫۶۸۵ ۰٫۴۸۰ ۰٫۱

۱٫۵۰۵ −۰٫۵۶۸
۶٫۸۴۷ ۰٫۵۲۷ −۲٫۱۴۶ ۰٫۳۱۳ −۲٫۸۹۷ ۰٫۴۲۳ ۰٫۲

۱٫۲۹۰ −۰٫۸۵۸
۵٫۸۰۵ ۰٫۵۵۶ −۲٫۵۶۹ ۰٫۴۴۳ −۱٫۹۵۸ ۰٫۳۳۷ ۰٫۳

۱٫۰۳۳ −۱٫۰۵۴
۴٫۷۹۴ ۰٫۵۹۳ −۲٫۶۱۷ ۰٫۵۴۶ −۱٫۱۱۲ ۰٫۲۳۲ ۰٫۴

۰٫۷۷۲ −۱٫۱۶۵
۳٫۹۳۱ ۰٫۶۳۴ −۲٫۴۴۹ ۰٫۶۲۳ −۰٫۴۵۴ ۰٫۱۱۵ ۰٫۵

۰٫۵۲۷ −۱٫۲۱۱
۳٫۲۴۱ ۰٫۶۷۶ −۲٫۱۹۰ ۰٫۶۷۶ +۰٫۰۱۸ −۰٫۰۰۶ ۰٫۶

۰٫۳۰۸ −۱٫۲۰۹
۲٫۷۰۵ ۰٫۷۱۸ −۱٫۹۱۱ ۰٫۷۰۶ +۰٫۳۴۲ −۰٫۱۲۷ ۰٫۷

۰٫۱۱۷ −۱٫۱۷۵
۲٫۲۹۲ ۰٫۷۵۸ −۱٫۶۴۶ ۰٫۷۱۸ +۰٫۵۵۹ −۰٫۲۴۴ ۰٫۸

−۰٫۰۴۸ −۱٫۱۱۹
۱٫۹۷۴ ۰٫۷۹۷ −۱٫۴۰۸ ۰٫۷۱۳ +۰٫۷۰۲ −۰٫۳۵۶ ۰٫۹

−۰٫۱۸۹ −۱٫۰۴۸
۱٫۷۲۸ ۰٫۸۳۳ −۱٫۲۰۰ ۰٫۶۹۴ +۰٫۷۹۶ −۰٫۴۶۱ ۱٫۰

−۰٫۳۰۹ −۰٫۹۶۹
۱٫۵۳۶ ۰٫۸۶۷ −۱٫۰۱۹ ۰٫۶۶۴ +۰٫۸۵۶ −۰٫۵۵۸ ۱٫۱

−۰٫۴۱۱ −۰٫۸۸۳
۱٫۳۸۵ ۰٫۸۹۷ −۰٫۸۶۲ ۰٫۶۲۳ +۰٫۸۹۵ −۰٫۶۴۶ ۱٫۲

−۰٫۴۹۷ −۰٫۷۹۴
۱٫۲۶۷ ۰٫۹۲۴ −۰٫۷۲۶ ۰٫۵۷۳ +۰٫۹۱۹ −۰٫۷۲۵ ۱٫۳

−۰٫۵۶۹ −۰٫۷۰۲
۱٫۱۷۴ ۰٫۹۴۸ −۰٫۶۰۵ ۰٫۵۱۶ +۰٫۹۳۳ −۰٫۷۹۵ ۱٫۴

−۰٫۶۳۰ −۰٫۶۰۸
۱٫۱۰۰ ۰٫۹۶۹ −۰٫۴۹۸ ۰٫۴۵۳ +۰٫۹۴۲ −۰٫۸۵۶ ۱٫۵

−۰٫۶۸۰ −۰٫۵۱۴
۱٫۰۴۳ ۰٫۹۸۶ −۰٫۴۰۲ ۰٫۳۸۵ +۰٫۹۴۷ −۰٫۹۰۸ ۱٫۶

−۰٫۷۲۰ −۰٫۴۲۰
۱٫۰۰۰ ۱٫۰۰۰ −۰٫۳۱۳ ۰٫۳۱۳ +۰٫۹۵۰ −۰٫۹۵۰ ۱٫۷

−۰٫۷۵۱ −۰٫۳۲۵
۰٫۹۶۹ ۱٫۰۱۰ −۰٫۲۳۰ ۰٫۲۳۸ +۰٫۹۵۲ −۰٫۹۸۲ ۱٫۸

−۰٫۷۷۴ −۰٫۲۲۹
۰٫۹۴۹ ۱٫۰۱۸ −۰٫۱۵۲ ۰٫۱۶۰ +۰٫۹۵۳ −۱٫۰۰۵ ۱٫۹

−۰٫۷۹۰ −۰٫۱۳۴
۰٫۹۳۸ ۱٫۰۲۲ −۰٫۰۷۶ ۰٫۰۸۱ +۰٫۹۵۵ −۱٫۰۱۸ ۲٫۰

−۰٫۷۹۷ −۰٫۰۳۸
۰٫۹۳۶ ۱٫۰۲۲ −۰٫۰۰۲ ۰٫۰۰۲ +۰٫۹۵۷ −۱٫۰۲۲ ۲٫۱

−۰٫۷۹۷ +۰٫۰۵۷
۰٫۹۴۴ ۱٫۰۲۰ +۰٫۰۷۴ −۰٫۰۷۸ +۰٫۹۵۹ −۱٫۰۱۷ ۲٫۲

−۰٫۷۹۰
۲٫۳

تناوب دوره = ۴٫۲۰s ∴ است. کرده عبور x محور از ۲٫۱۰۱s زمان مدت در
۲٫۰۸۶s زمان در vx = ۰

اصل نیم قطر =
۱٫۰۲۲ + ۰٫۵۰۰

۲
= ۰٫۷۶۱ ∴ م کند. قطع −۱٫۰۲۲ در را x محور

vy = ۰٫۷۹۷
π(۰٫۷۶۱)۳/۲ = π(۰٫۶۶۳) = ۲٫۰۸۲ شده پیش بین زمان
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م یابیم: در این ها از

r(۰) = ۰٫۵۰۰ ۱/r۳(۰) = ۸٫۰۰۰

ax = −۴٫۰۰۰ ay = ۰٫۰۰۰

کنیم: محاسبه را vy(۰٫۰۵) و vx(۰٫۰۵) سرعت های باید ما پس

vx(۰٫۰۵) = ۰٫۰۰۰ − ۴٫۰۰۰ × ۰٫۰۵۰ = −۰٫۲۰۰;

vy(۰٫۰۵) = ۱٫۶۳۰ + ۰٫۰۰۰ × ۰٫۰۵۰ = ۱٫۶۳۰.

م شود: شروع اصل مان محاسبه ی حالا

x(۰٫۱) = ۰٫۵۰۰ − ۰٫۲۰ × ۰٫۱ = ۰٫۴۸۰

y(۰٫۱) = ۰٫۰ + ۱٫۶۳ × ۰٫۱ = ۰٫۱۶۳

r(۰٫۱) =
√

۰٫۴۸۰۲ + ۰٫۱۶۳۲ = ۰٫۵۰۷

۱/r۳(۰٫۱) = ۷٫۶۷۷

ax(۰٫۱) = −۰٫۴۸۰ × ۷٫۶۷۷ = −۳٫۶۸۵

ay(۰٫۱) = −۰٫۱۶۳ × ۷٫۶۷۷ = −۱٫۲۵۰

vx(۰٫۱۵) = −۰٫۲۰۰ − ۳٫۶۸۵ × ۰٫۱ = −۰٫۵۶۸

vy(۰٫۱۵) = ۱٫۶۳۰ − ۱٫۲۵۰ × ۰٫۱ = ۱٫۵۰۵

x(۰٫۲) = ۰٫۴۸۰ − ۰٫۵۶۸ × ۰٫۱ = ۰٫۴۲۳

y(۰٫۲) = ۰٫۱۶۳ + ۱٫۵۰۵ × ۰٫۱ = ۰٫۳۱۳

ترتیب... همین به و

را سیاره بیشتر، یا مرحله ۲۰ از بعد و م آوریم به دست را ۲ .۹ جدول در شده داده مقادیر روش این در
۲ .۹ جدول در که y و x مؤلفه های ۶ .۹ ل ش در کرده ایم! تعقیب خورشید دور به مسیرش نصف در
هرکدام که هستند متوال زمان های در ان ها م نشان دهنده ی نقطه ها شده اند. رسم م شوند، مشاهده
کند آخر، در و م کند حرکت تندی به سیاره آغاز، در که م بینیم دارند؛ فاصله هم از واحد دهم ی
را سیارات حرکت محاسبه ی نحوه ی که م بینیم پس داشت. خواهیم را منحن ل ش پایان در و

م دانیم.
سیاره ی هر یا و اورانوس مشتری، نپتون، حرکت م توانیم ونه چ که ببینیم دهید اجازه حال
کند، حرکت هم خورشید دهیم اجازه و باشیم داشته سیاره زیادی تعداد اگر کنیم. محاسبه را ری دی
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سیاره ی ی بر وارد نیروی ما م توانیم. که البته دهیم؟ انجام را محاسبات چنین م توانیم هم باز آیا
باشد، خورشید (م تواند zi و yi ،xi موقعیت دارای که ،i سیاره ی مثلا م گیریم، نظر در را مشخص
را سیارات همه ی موقعیت باید سیارات). بقیه ی برای ترتیب همین به و زهره i = ۳ عطارد، i = ۲
و yi ،xi موقعیت های در که است آن ها اطراف اجرام ر دی از ناش کدام هر بر وارد نیروی بدانیم.

بود خواهند ترتیب این به معادلات نتیجه در گرفته اند. قرار zi

mi
dvix
dt

=
N∑
j=۱

−Gmimj(xi − xj)

r۳
ij

,

mi
dviy
dt

=
N∑
j=۱

−Gmimj(yi − yj )

r۳
ij

, (۱۸ .۹)

mi
dviz
dt

=
N∑
j=۱

−Gmimj(zi − zj )

r۳
ij

.

با است برابر که م کنیم تعریف j و i سیاره ی دو بین فاصله ی عنوان به را rij جلوتر

rij =
√

(xi − xj)۲ + (yi − yj)۲ + (zi − zj)۲. (۱۹ .۹)

است. i = j جز به البته ر⁃ دی اجرام ⁃همه ی i مقادیر همه ی ازای به جمع معن به
∑

همچنین
خیل ستون های بسازیم، بیشتری ستون های که است این دهیم انجام باید که کاری تمام نتیجه در

ترتیب همین به و زحل حرکت برای عدد ۹ داریم، نیاز مشتری حرکت برای ستون ۹ ما بیشتری.
،(۱۸ .۹) معادله ی کم به م توانیم داشتیم، را اولیه سرعت های و ان ها م تمام هرگاه بقیه. برای
م کنیم. محاسبه (۱۹ .۹) معادله ی از استفاده با را فاصله ها تمام ابتدا کنیم؛ محاسبه را شتاب ها همه ی
زیادی بسیار زمان دهید، انجام خانه در را کار این اگر دهیم؟ انجام را کار این که م کشد طول چقدر
م دهند؛ انجام سریع خیل را محاسبات که داریم ماشین هایی مدرنمان دوره ی در اما گرفت! خواهد
حاصل ی تا م کشد طول ثانیه میلیونیوم ی یا روثانیه می ۱ حدود خوب ر حساب ماشین ی برای
ن مم رو ثانیه. می ۱۰ حدود است، لازم بیشتری زمان ضرب ی انجام برای دهد. انجام را جمع
آن، نزدی چیزی یا باشیم داشته ضرب عمل ۳۰ مسئله، به بسته محاسبات، از حلقه ی در است
حلقه ی ۳۰۰۰ م توانیم ما که معناست بدان این گرفت. خواهد وقت روثانیه می ۳۰۰ حلقه ی پس
در ی مثال عنوان به آوریم، به دست را مشخص دقت اینکه برای دهیم. انجام ثانیه در محاسبات
این داریم. نیاز خورشید دور به سیاره ای چرخش دور ی با رابطه در حلقه ۴ × ۱۰۵ به میلیارد،
طول دقیقه دو تنها روش این در نتیجه در دقیقه. ۲ حدود یا ثانیه ای ۱۳۰ محاسبات زمان ی یعن
تا سیاره ها انحرافات تمام اصلاح با کنید، همراه خورشید دور به دورانش در را مشتری تا م کشد
میلیون ی کنیم، تر کوچ برابر هزار را بازه اگر م کند. تغییر ϵ بازه مربع با (خطا میلیارد! در ی

کنیم.) تر کوچ برابر ۱۰۰۰۰ را بازه دهید اجازه نتیجه در م شود. دقیق تر برابر
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حرکت ونه چ نم دانستیم حت که کردیم شروع آن جا از را فصل این ما دیدیم، که همانطور پس
محاسبه به قادر تنها نه نیوتون، قوانین عظیم قدرت به مجهز حال کنیم. محاسبه را فنر روی جرم ی
م توانیم محاسبات، انجام برای ماشین ی تنها داشتن با ه بل هستیم، ساده ای حرکت های چنین
بخواهیم! که دقت از بالایی درجه ی هر با کنیم، محاسبه نیز را سیارات پیچیده ی شدت به حرکت های
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